„Autorul lucrării, Laurenţiu Duican, şi-a pier- 


dut din nefericire viața la virsta de 19 ani, 


printr-un accident cauzat de un autobuz. Era 
student la Facultatea de Automatică a 
I. P. Bucureşti și se afirmase prin cartea 
„Transformări geometrice“ și prin diverse lu- 
crări ştiinţifice şi literare. 

Prin culegerea „Transformări geometrice“ cit 
și prin prezentul eseu matematic pe care il 
intitulează cu delicateţe și avint tineresc „Prin 
labirintul geometriei“ Laurenţiu Duican dove- 
dește o maturitate deosebită în străduințele 
sale de a adinci conţinutul și semnificațiile 
noţiunilor, și cuceririlor geometriei euclidiene. 
In prezenfa lucrare sînt abordate pe rind teme 
dificile de filozofia și fundamentele matema- 
ticii, în special ale geometriei. 

Lucrarea este valoroasă, și prin misiunea pe 
care și-o ia de a conduce pe cititor în „labi- 
rintul geometriei euclidiene“, și pentru forma 
de conversaţie, în care se menţine interesu! 
prin digresiuni, povestiri, evocări şi, în spe- 
cial, prin exemple matematice comentate“. 
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Deși foarte tînăr, Laurențiu Duican se înscrie printre gânditori şi 
creatorii contemporani din domeniul științelor exacte prin cele câteva. lu- 
cvări care îi confirmă vocația matematică deosebită. Culegerea sa Tran- 
sformări geometrice, Publicată 4 prin Editura Științifică şi Enciclopedică, 
1987, este rodul studiului său organizat, susținut de adevărata pasiune, 
carie apreciată la apariție de către specialişti de mare exigentă, precum 
prof. dr. docent Solomon Marcus care o considera „exemplară prin va- 
yietatea și bogăția materialului“ ( Preumiversitaria, nr. 6/30,1987, p. 30). 

Născut la Braşov, în 4 iulie 1964, unic fiu al unei familii de profe- 
sori, Laurenţiu Duican își va cristaliza opțiunea peniru studiul matematic 
încă din primii ani ai cursului gimnazial (Scoala generală nr.5, Brasov), 
de cînd numele său este frecvent întîlnit în Gazeta matematică, fie ca rezol- 
vitor, fie ca propunător de probleme. Participînd la sesiuni de comunicări 
științifice, la cercul de matematică şi olimpiade, şi-a format foarte devreme 
un mod superior de a studia, de a gîndi și elabora lucrări ce țin de domeniul 
matematicii, aptitudini ca iate de profesorii și colegii săi de la Liceul 
de matematică-fizică „Dr. Meşotă“ Braşov cât și de oameni de stiință 
și cultură din cuvîntul cărora spicuim: 

„Era unanim apreciat pentru cunoștințele sale matematice... La ta- 
blă era realmente sigur pe el, avea un bagaj solid de cunoștințe, practic, 
la orele de curs etala o adevărată mîndrie a specialistului. Preocupările 
lui Laurentiu Duican s-au canalizat spre matematică şi fizică, dar acesi 
lucru nu l-a împiedicat să-și dezvolte și alte laturi ale personahtățit.... 
(Dragoș Rahotă, Limba şi literatura, română, nr. 3]19856). 

Catea, cu o vie curiozitate, din diferite d omenii ale cunoașterii, Pia! 
cărți şi tratate pretențioase, încercînd să pătrundă în marile neânțelesuri 
jii, prim dez bateri interesante şi prin lecturi de vacanță, alternate 
cu excursii frecvente în munti, Sau sporturi pre ferate, ca tenisul șa schi-ul. 
„În mee acestui tînăr de 19 ani, student al Facultății de Automatică- 
Bucureşti, avea loc dezbaterea cu sine a omului de mîine. Și, deşi excep- 
lional de înzestrat şi de pregătit peniru o lume a microprocesoarelor, el 
părea să fie la fel de pregătit să trăiască în lumea valorilor sensibile“ 
apreciază C. Noica în Cutotnt înainte“ la „Caietul de seară“ al Imi Lat 
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yenjiu Duican, publicat în 1984, caiet al notațiilor sale liceene cate cli- 
prinde „adnotări de o vioiciune a spiritului de-a dreptul extraordinară. 

Reuşita sa de frunte la exigentul examen de admitere la Facultatea de 
Automatică, I. Politehnic, Bucureşti, îi confirmă buna pregătire Şi Op- 
țiume pentru domeniul de vîrf al științei computerizate, de aplicabilitate 
superioară a matematicilor îndrăgite. Drumul său ascendent spre o înaltă 
specializare şi de avîntal entuziasm spre cercetare a fost brutal şi nedrept 
oprit de un condamnabil accident de autobuz, în mom mte de frumoasă 
vacanță pe litoral, surprins în maşina familiei sale, pe bancheta din spate 
unde, relaxat, citea o carte de vacanță. 

„La numai 19 ani, Laurenţiu Duican a lăsat , deodată cu moartea-i 
deasupra, şi realul şi posibilul, deopotrivă (I.A. Brumaru, „Săplămina” 
nr. 45 [1987 ). Gîndurile sale, vii şi înfrigurate întrebări, rămân în toată 
frumusețea lor prinse în Caietul său de seară, ca imagini inedite: „V tata 
îmi pare o veritabilă ecuatie; o'ecuaţie la care omul vezolvă fără încetare... 
Mă gîndesc cum ar putea fi definită matematica mai exact; orice definiție 
parcă lasă ceva în afară... O carte matematică ce-și îmbracă agresivitatea 
într-o haină (nu neapărat de atac, dar nici de paradă) plăcută oricum, ar 
însufleji arena..." plasticizează termeni, avidităţi matematice, așa cum 
încearcă dezinvolt şi în lucrarea de faţă, Prin labirintul geometriei. 

Astfel concepută, lucrarea oferă printr-un. antrenant dialog de um 
viguros conținut științific, O formă accesibilă de a răspunde multi plelor 
întrebări pe care autorul le pune aproapelui sau sieșt, purtindu-ne cu abi- 
litate prin „labirintul geometriei, denumire ce i-a dat-o, probabil, pentru 
toate de ce-urile ce trebuie să mi le punem încă de la primii paşi făcuți 
în descifrarea tainelor acestei ştiinţe. a 

De la început, lucrarea invită cititorul la cercetarea şi definirea cît mai 
riguroasă a conceptelor figurale şi a celor propoziționale fundamentale 
cu care operează geometria euclidiană, concepte ce devin operaționale 
folosind raționamente logice viguros puse în evidentă prin prezentarea în 
lucrare a unor soluţii și modele viabile ce duc la înțelegerea unor teoreme 
şi tipuri de probleme întilmite în manualele şcolare. 

De asemenea, printr-o atentă argumentare logică a anumitor puncte 
de vedere exprimate de filozofi şi matematicieni de prestigiu, privind for- 
marea conceptelor fundamentale cu care operează geometria — punct, 
dreaptă, curbă, plan, definiții, axiome, principit —, lucrarea reuşeşte să 
aducă un spor de lumină așa încît cititorul îşi conturează idei şi certitudini 
ce duc spre înţelegerea deplină a relației existente între conceptele mate- 
matice fundamentale și realitatea obiectivă. Lucrarea face apel, pe tot par- 
cursul ei, la mecanismul logic şi afectiv prin care cei interesati pot obtine 
rezultate indiscutabil în studiul geometriei. De aceea, în partea inițială a 
gialogului sînt examinate într-un mod accesibil, câteva principii emise 
pentru a explica atii fundamentele cât şi procesul logic deductiv al geometriei 
euclidiene. Aspectul logic general al gîndirii matematice apare în, lucrare ca 
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iai, înlănțuire de definiţii şi raționamente deductive care mu este alt- 
CE Dia (EUL OUSA a Imi Euclid, însă autorul mu neglijează să 
monstreze prin exemple ingenioase că matematica în general, și geome- 
tria în special, se prezintă în procesul creării ei ca o ştiinţă e porii tală 
inductivă. Acest al doilea aspect nu este deloc neglijat în lucrarea pr fa- 
ță, am putea spune chiar că el este predominant. pina 
Autorul este preocupat de a ne expune căi și mijloace care duc la in- 
venții şi la descoperiri, atrăgîndu-ne atenția că un grăumte de descoperire 
se află ascuns în soluția oricărei probleme sau teoreme. Prin conținutul 
ei, cartea vine în sprijinul celor interesaţi spre a le ușura înţelegerea logică 
a propozițiilor și vaționamentelor matematice, ilustrîndu-le prin exempl 
cât mai viabile, urmăreşte cultivarea simțului pentru rigoare renta 
în același timp emoții cînd reuşesc să descopere frumusețea unui raționa 
n geometric, a unei teoreme sau probleme, frumusețe ce dă acel senik 
mi mo nu a pătruns în labirintul acestei ştiinţe, 
ii ipac me n pene mima a 
Si ip ra 3 s verselor proprietăți şi afirmaţii. 
n rațiuni ce fac corp comun cu mesajul întregii lucrări, autorul nu 
neglijat să trateze şi exemple de interes istoric, exemple ce posedă 0 ia ʻ 
rată frumuseţe matematică, cât și exemple care ilustrează virt upile ei 
iriei în cooperare cu alte științe sau în viaţa de toate zilele. Corten e ir 
cheie cu un „memorator” ce conţine axiome şi teoreme sisemaa ai 
ordinea şi forma indicată de programa școlară, memorator ce aduce + ; 
ARA în procesul de asimilare şi fixare a ba zelor geometriei ji 
JA paies E oa si se face foarte utilă elevilor din învățământul 
gimnazial şi liceal, cât și unui cerc larg de cititori interesați să pătrundă 
prin aceste porți ce li se deschid spre înţelegerea matematicilor în gen ral 
şi al geometriei în mod special. pă: ie 
| Mulţumim Editurii Albatros pentru publicarea lucrării de faţă prin 
care vedem încă o contribuţie la nobila misiune de transmitere a stiintei 
şi culturii în rîndurile tinerei generatii. l E 


Braşov, 1985 
ILIE DUICAN 


PRIN LABIRINTUL GEOMETRIEI 


Un grăunte de descoperire se află acuma 
în soluția oricărei probleme. 


PRIMII PAȘI Bun sosit ultimei ' săptămîni deșcoalăj oricîtă 
PRIN LABIRINT importanţă i s-ar da, n-o mai iau în seamă. 


Nu-mi poate aduce nimic nou. Misiunea €a- 

taloagelor este ca şi încheiată, iar vacanța mare este aci; deci, relache 

Aud un ciocănit anemic în ușă. intorc leneș privirea, căreia fi aso- 
ciez un DA!! hotărît. 


Surpriză; Profesorul, amicul meu ® amic printr-o veche înţelegere, 
nu însă un profesor oarecare ci, Profesorul, fire de fel entuziastă şi volu- 
bilă — stătea aproape nemișcat în cadrul ușii, dînd impresia că ceva 
nu-i în ordine, probabil ținuta mea la acea oră. Îmi piere și mie zim- 
betul, dar totuși rup liniștea. 

— Hai, Profesore, îndrăznește că doar în față nu-l ai pe Henri Poi- 
ncarâ! și nici măria voastră nu poate fi James Joseph Sylvester? E 
posibil să se asemene această întîlnire a noastră cu a lor, dar noi mai 
va. Sper că știi povestea. Eu chiar o citeam. 

— Te relaxezi, amice și citeşti poveşti cînd, de fapt, trebuia să fii 
la studiu. Nu te recunosc, mai ales acum cînd te așteaptă atitea încer- 


— Las-o baltă, Profesore, nu mai face pe moralistul căci după cum 
ești echipat sînt sigur că ai întîlnit și mătăluță, pe aci pe undeva, va- 
canța noastră. Dar, ia spune-mi ştii povestea celebrei întîlniri pe care 
o citesc din această carte sau ţi-o spun eu? 


1 Poincaré, Henri Jules (1854—1912), celebru matematician, fizician și 
filozof francez. Are valoroase contribuţii în toate domeniile matematicii. A 
propus un model al geometriei neeuclidiene de tip hiperbolic șia pus bazele 
topologiei combinatorii. A scris remarcabile opere de filozofie științifică. Opera 
lui însumează aproximativ 30 de volume și 500 memorii. A fost membru a 
peste 40 de academii franceze și străine printre care şi Academia Română 

2 Sylvester, James Joseph (1814—1897), renumit matematician englez. 
Este cunoscută „metoda Sylvester“ în teoria eliminării necunoscutelor. A 
adus contribuţii originale privind introducerea matricelor și a calculului matri- 

al la fundamentarea teoriei structurilor algebrice. A publicat mai malte 
lucrări privind teoria formelor (quantics) şi a invarianților etc. 


— Sînt sigur că fiind vorba de cei doi titani ai științelor exacte, 
ceea ce-i scris acolo nu-i poveste, ci adevăr strict exact. De aceea, nu 
doresc să-mi spui acel adevăr, ci să-mi redai pasajul cu pricina exact, 
folosind cuvintele lui James Joseph Sylvester, că numai așa își păs- 
trează izul de autentic şi-mi dă o deosebită satisfacție. 

— Rigoare, n-am ce zice, mă execut, doar ne cunoaștem noi bine. 
Să vedem despre ce-i vorba că te văd tare nerăbdător. Ascultă rela- 
tarea. Marele matematician englez James Joseph Sylvester, profesor 
la Oxford — pe atunci în vîrstă de 71 de ani — se hotărăște să-l întil- 
nească pe Henri Poincaré — pe atunci în vîrstă de 31 de ani — pe care 
nu-l cunoștea, și ale cărui numeroase lucrări stîrniseră admirația mate- 
maticienilor vremii. Pleacă la Paris, găseşte clădirea unde locuia He- 
nri Poincaré, urcă cu greu trei etaje, ajunge la apartamentul acestuia, 
bate la ușă și i se răspunde cu un Da! foarte hotărît. Îi apare imediat 
în față un tînăr blond ce-l fixează cu o privire blîndă. Era Henri Poin- 
car€, despre care James Joseph Sylvester avea să mărturisească: 

` „În faţa acestui puternic rezervor de forță intelectuală, limba nu 
m-a mai ascultat. Abia peste cîteva minute, după ce l-am examinat și 
am absorbit în mine trăsăturile tînărului, limba mi s-a dezlegat și am 
fost în stare să-i vorbesc“. 

— Mărturisesc cu emoție că ori de cîte ori o ascult rămîn fascinat 
de memorabila întîlnire. Permite-mi să afirm că amintindu-mi-o mi-ai 
făcut o mare plăcere dar, în același timp îţi fac și mărturisirea că sînt 
încîntat să remarc că și tu ești un adevărat rezervor de informație. 

— Ei, las-o baltă, Profesore, că am și uitat să-ți fac urarea de bun 
venit; zău că ești bine venit; stăteai în ușă precum James Joseph Syl- 
vester, recunoști, cel puţin la figurat. Dar ce-i cu echipamentul ăsta? 
am spus eu că miroase a vacanţă; cum e afară? 

— E o vreme numai bună să-ţi ozonezi capul ăsta al tău pe care, 
judecînd după cartea ce-o citeşti, s-ar părea că ai intenția să-l umpli 
cu antichități; „Mens sana'.... „Mens sans in corpore sano“ amice, așa 
că sus și pe cai! Am reținut teren de tenis la arena Olimpia pentru ora 
1500; ei, ce zici de asta? 

— Adevărat? Ai reținut teren? Ce crezi c-aș mai putea zice? Ai 
picat ca o „mană cerească”, zău așa. 

Las-o mai moale cu „mana cerească“ fiindcă despre ea numai 
biblia pomenește și nu cred ca vre-o ființă terestră să fi avut realmente 
parte de biblica „mană“. Grăbește mai tare echiparea că în douăzeci de 
minute trebuie să fim acolo la arenă; eu ain pornit, haide, urmează-mă. 

Ajungem la vreme, intrăm în cocheta arenă unde întîlnim, figuri 
cunoscute cu care ne schițăm strîngeri de mîini în semn de salut de la 
distanță. Terenul e proaspăt marcat, iar peste momentul de încălzire 
trecem repede. Servesc eu și cîştig primul ghem, dar pierd setul, motiv 
pentru care, Profesorul, îmi reproșează lipsa de concentrare. 


10 


În setul doi primul gł S ici 
; , nem, este la serviciu Pr d 
nS S „ este la serviciu Profesorul: sery 
anemic și 0—15, servește din nou si da i Ter 
dev )—3í i : ă greșeal 
pitici ( 30, apoi 15—30, dublă greșeală si 15—40; 
Servici puternic și Profesorul vine la fileu: 


din voleu, dar reau să ri i 
„ dar nu vreau să risc. Las mingea să cadă s 


ste cam 
u un retur perfect, iar scorul 
urmează încă un 
aș fi reușit reluarea direct 
Metalca aa a DARE Y Si-mi fac passing- 
a ao a care totdeauna sînt sieur. Astfel cîstie eten 5, ing- 

` Se -4 CNPR YA [i Es 3 $ DA 7 z i Ais 
i tă 78 AER ae in timp record şi setul doi după vie 
nak a 7 s E Surprinzator fn tin d ȘI setu DI, ă care 
Se a seturi și Profesorul cîstieă i i 

a a ai 3-2 Ja seturi și] Soru: ciștigă totuși meciul pe fon- 
dul preocupări ce-mi distrăgeau atenția: se a propie de ile ct 
ind dar mulțumit. PAE S PRSE SP 


Azz ul STOic | cl p. i; Ç es i Bă 5 JUc t 
Åi C f A de can iOI AMICE, al C i ) 
i ; : > . SI] = t C ele dou A Seturi m o 5 de 
À sg ite, recor ] lu glu na ȘI intr-o naniera de cam pic n, aar mai depar Le 
e s-a intimplat, pe unde tl-a umblat 11N ginația : ce-am ur narı 
; A ; 1 | m t ȘI nu 
ee: rar C alcı 2 ‘Sore uf ita la să ii rea asta ar X 
4 I G 3 F C C C late d tadl i £ e m aS- 
; ă i ua Fi u iaf: Cig d rea Sta Car e ma fa 
: az 3 Am iezorac at-o de materia din care este constr uită ȘI am ra a 
cu imagi ca el pura, priveste-o CU c tenti ce spuir | y 
> , | afa 


=r. Prive >c dar „4 LI s 
25c qar nu sint sigur dacă si en vy SaS 
a ? 5 aca Sl eu vad ce y g Se 
spune multe despre clădire. 5 d ce vezi și tu, căci se pot 


se 


— Profesore, văd nunc inii 
í > văd puncte, linii ane -i T sis : 
sfere, hiperbole Datele ii e plane, triunghiuri, cilindri, conuri 
tii ial au ti Ea DOIOIZI, văd Chiar și curba lui Gauss, văd a 
464 Seomeirie, cum poți spune că nu vezi ce văd eu? (fi ; 1) pa 
E su: 119 


= 
è 


— Constat că ai o mare capacit ] 
ne an pe ri o mare capacitate de abstractizare, te admir și 
arturises ă o fac deosehit% % > lay AST, ii 
ga i O tac cu deosebită plăcere. Te admir nu numai sent 
€ 'eZi Ce vez z e ‘S Că air it j ; > za 
AA ey a ci mai ales că ai reuşit — desigur mental — să dean i 
pr Ai Aa aa pt E să esıgur mental — să dezbraci 
tăți sr E m di. rialul din care este construită și ai rămas cu nist ti 
at tiale stincte E pe : pete tate i “dt se 
„e CiSuncte, pe care le numim figuri geometr îmbinat 
tot mental, aceleasi ek mente dau forma clă litij S aven dna 
E a ; URS tente dar a clădirii ce o avem î ă. Vezi 
asta este adevărată geometrie. e var A 
— De mult îmi doresc i i 
11 doresc o discuție de i 

îi nult T scuție de profunzime, de at 
acestor ent Somere h j P ame, despre natura 
ol n Atăți geometrice, sau mal general spus despre Sp perla 
pncept ȘI imagine în procesul fondării geometriei aia 

— Dragi ne temz "a int 3 x E ii 

ir Pir pe “ema ce te interesează este extrem de ispititoare si 
„li de ciiicilă. Îţi propun să o discutăm cînd ajungem : i, 
ne vom muta la nevoie din camera mea le studiu și ta biroul bd A 
Ci Ac Ac S S i ă A 
ca de studiu și în biroul tău, că 


m3 z 5 
GAUSS 1, Friedrich (1777 55 
i 7 si e C arl, Friedrich (1777 — 1855), matematician 
p nan. 4 investigat cu rezultate rem ram 
monumentala lucrare Disquisitiones 
congruențtelor, teoria re 
urmate de aplicații. 
A avut contribuţii de s ă î i 
t e seamă în domeniul teoriei ij i 
a a e ban ET i Pennu teoriei ecuațiilor diferențiz 
zi taca zcu matematice. A investigat domeniul geodeziei ; SEE, i; 
a suprafețelor şi de reprezentarea conformă. er ai ia 
Bh pe: e zentareg 3 me. 
n domeniul astronomiei publică, printre altele lucr 


corpurilo resti în juri j ă A 
p r cereşti în jurul Soarelui după secțiuni conice ete 


TAE ; 
l Hzician Si astrono: 
Prea „toate ramurile matematicii. În 
3 oa ; j; 
Sti h y e rtihmelicae expune sistematic teoria 
st pătratice, formele pătratice binare si ternare 


area Teoria mişcării 
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“e a y : 
i i i știi À în cuibul tău ești tot- 

desparte și apoi știu eu că aib tu ești te 
ami SoN formă Astfel vom avea și sprijinul bibliotecilor pe eag 
eauna în ormă. As r şi sprijinul bibiie sii 
si le cunoaștem bine. Dacă plecăm acum ajungem imediat, așa că dia 


A - a 

stru Î Le resupune neîntrerupt. t 
sia ta sa Păi a, mai ştii că cei ce ne cunosc și ne văd ges- 
— Ai dreptate, esore, mai știi + emos și Re V a 
își i sii greș spre noi, și apoi bin 
ticulînd aici pe teren își fac impresii gi eșite desp e ii! r : p T 
zici, că numai un hol ne desparte. Dialogul nostru poa a i eon ANR 
înă lămurim subiectul în discuţie. Vom avea drept colabora ri pi 
tul ori teni asezati în bibliotecă, matematicieni, fizicieni, 
lee Kerap ate, car sînt bucuroşi să ne scoată din vre-o 
filozofi, istorici, literați etc., care sint > e eat Ea 

rcătură. îi bine, fiindcă deseori am apelat la el $ 

încurcătură. Îi cunosc eu bine, aaa nd, ai 
întârziat să-mi dea răspunsuri clare și cu prompiivuc II 
În legătură cu acei colaboratori ce ne așteaptă în rai o 
a i ință următoarea mărturisire: „p... ă 
i ii i surință următoarea mărturis E 
e dia a ista st aie cărțile vorbesc. Le ştiu gîndurile; unele le 
it bi scă, toate cărțile vorbesc. Le ș$ g rile; unele 

aa i j şi cred că le desciirez limbajul 


> 


au mai ascunse, dar oricum, îmi vorbesc 
; iati rrez “l 
oricît de sofisticate s-ar vrea... =~ 
— Ai memorie bună, Profesore. Nu 
însă sit s-o exprime; dar, r j 
să poate nu au reușit s-o exf e; d ie a a a dpi 
de: E Daca mi-ai oferit cuvîntul, iată ce pignus a isa sei 
n zl „ ai % i - ; 
i ii i si să încercăm — apelind și la sp 
iete ostri ȘI să incercam apei 
aproape de prietenii noștri și să încer Had a oP 
EA ml mai întîi evoluţia în timp a rari conco pio on SN 
tri în mod sieur la baza formării acelor figuri $ 
i i care au s în mod sigur la baza torr i r i 
, spatiale care au stat Sig „bază formâr CE 2 
ceace admirate de noi în construcția clădirii ri sp JE se 
| Să i i inedită, reamintînd că aces 
Glmapia Sînt convins că nu emit o idee inedită, reamintînd că 3 


i Din Caiet de seară, de 


exclus să fi gîndit-o și alții 
în sfîrşit, am ajuns. Ce propui? 


Laurențiu Duican, Editura Litera, 1984, (n.n.); 
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DESPRE INTUIȚIE concept de reprezentare intuitivă a spațiu- 
ȘI lui are rădăcini istorice și că de-a lungul seco- 
RAȚIONAMENT ÎN  lelor a cunoscut o evoluție surprinzătoare înce- 
GEOMETRIA pînd cu accepţia (la filozofii antici) originară 
EUCLIDIANĂ de intuiție = percepție și continuînd cu unele 
teze de tip kantian: „ce trebuie să fie oare repre- 
zentarea spațiului pentru ca o atare cunoaştere despre el să fie posibilă? 
El trebuie să fie din capul locului o intuiție; căci dintr-un simplu con- 
cept nu se pot scoate propoziții care depăşesc conceptul, ceea ce, doar 
se întîmplă în geometrie. 

Dar această intuiție trebuie să se găsească în noi aprioril, prin ur- 
mare, trebuie să fie intuiție pură nu empirică“. 

Acest caracter invariabil (la timpul respectiv) al intuiției de tip 
kantian a fost puternic zdruncinată de progresul cunoașterii științifice. 
Immanuel Kant? definea geometria ca știință care „determină pro- 
prietățile spațiului în mod sintetic și totuși a priori“. Descoperirea geo- 
metriilor neeuclidiene a pus în discuție „unicitatea geometriei“ Și deci 
legitimitatea intuiției tradiționale, în particular, a intuiției kantiene. 

ncepea să se contureze ideea că geometriile sînt „adevărate în lumi 
posibile“, geometrul putînd alege acea geometrie relevantă pentru 
scopurile sale științifice. 


— Este adevărat că ideile prezentate anterior nu sînt inedite, dar 
totuși încadrarea și ingenioasa așezare a lor în scara evolutivă a istoriei 


i Apriori; adv., adj. (despre cunoștințe) — care nu provin din experiența 
nemijlocită și pentru explicarea cărora simpla experiență nu este suficientă; 
anterior experienței, bazat numai pe rațiune (lat. a Priori= de la început). 

2 Kant Immanuel (1724 — 1804), întemeietorul filozofiei clasice germane, 
unul dintre cei mai mari gînditori ai epocii moderne. Lucrările din perioada 
precriticistă sînt dominate de critica mărginirii raționalismului dogmatic, de 
incercarea, de a valorifica rolul experienţei în cunoaştere, precum și preocuparea 
de a elabora o metodă proprie filozofiei. Kant a elaborat sistemul său idealist 
expus în trei lucrări fundamentale: Critica Pae Dura consacrată teoriei 
cunoașterii, Critica rațiunii practice consacrată eticii, și Critica puterii de judecată 
consacrată esteticii și teoriei finalității naturii. Kant analizează problema 
posibilităţii și valorii ştiinţei pe baza fizicii newtoniene, prima sinteză ştiinţifică, 
profundă a matematicii cu experimentul, model al tuturor disciplinelor știin- 
țifice ulterioare. Plecînd de la existența reală a unor elemente apriorice în 
cunoașterea fizică și matematică, I. Kant le absolutizează şi întemeiază obiec- 
tivitatea și progresul cunoașterii științifice pe funcția sintetică a formelor 
apriori ale sensibilităţii (spațiul și timpul) și ale intelectului. Întrebarea funda- 
mentală a Criticii rațiunii pure (Cum sînt posibile judecăţile apriori ?) vizează 
tocmai valorile de obiectivitate și progres ale ştiinţei. 

Kant sesizează deosebirea calitativă dintre societate și natură, criticînd 
naturalismul și relevînd posibilitatea acțiunii libere a omului. Teza sa funda- 
mentală rămîne aceea a activității creatoare constructive a subiectului în toate 
sferele activității spirituale. Contradicțiile din gîndirea lui Kant sînt un reflex al 
contradicțiilor social-politice şi ideologice ale vremii care au infl uențat întreaga 
filozofie clasică germană. 
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progresului cunoașterii științifice este inedită. FEJ li di i 
ideea — acceptată și verificată de practica CAME i e scie 
kantiană asupra intuiției pure a spațiului nu poale fi isi di a 
rată. Existenţa unui fond kantian de gîndire a reprezenta o pe P 
sursă de inspirație pentru filozofii și gînditorii o na g i Si 
uneori pînă la împrumuturi de formulări şi termino OEI rouna a 
referea aici la intuiţia pură a spațiului ȘI timpului, n a pin pu 
care generează „certitudinea absolută , dar în același timp p e 
că teoria kantiană asupra intuiției pure a spajala şi keci i yi 
supusă criticii și corecției în lumina geometriilor seca i ieri e E 
buie de asemenea observat, că relativitatea spaţială in e sr 
niană infirmă ideea kantiană a unui timp unic Și a isi simu ann ii 
absolute ca o caracteristică primordială a acestuia. O cante we 

care dezbate idei interesante într-un capitol intitulat Truna 
apărută la Editura Academiei, Bucureşti, 1982, este MORI ia Și App, 
mentele matematicii, autor Marin Țurlea, carte pe care o poți gas 

us imul raft. A i 

sus et avem la îndemînă acești priet eni așezați în hiba a 
chiar dacă realmente nu i-am văzut niciodată, la nevoie ei ne sint de 
Îi iai amintesc să te fi contrazis cînd ai pledat pentru NI 
știnţa ce o datorăm bibliotecii şi mai ales a PRE coar 
Ti-am mărturisit că în ea am ceimal instruiți adio Ra conn 
du-i încep oarecum să-mi lămuresc, natura acestor conc ep îi po 
lor cu realitatea obiectivă. Mă conving, încetul cu înce 7 ’ că i w 
rurile geometrice se obțin pe căi intuitiv raționale, inductive și 5 

nra în continuarea discuţiei nu trebuie să uităm să iee pe a i 
că unele adevăruri joacă rol fundamental, de adevăruri prime, nedemon- 


1 LA 7 tize bertus ar 18 1— 1966 a t andez 
Brouwer, Lu tzen 2 BOeriu J 4 ( 8 ), pa tematician ol păi 3 
OT intuitionis mului maten tic. Are uții in g metrie, Pp pie 
matic Are cont ib co trie, to logie 
ntemeiet ul u oni: 
1 1a r 5 > epist £ sS mate naticii este Y Aaa 
i teoria i ept Să episten ologică asupra de - 
S multimilor. Conc ptia sa iar ii 
ata ȘI 11 a ilI = 1 ] ic : Su € ului, cu roast Tu 
oltat şi int at 1 iziune fi ozofic a generala ast Pp 
y egr O Viz xeneral À ra on S 
S ( rti ins Sch p nhauer şi Mannoury. Mate- 
i č ri e irată din Kant, chopenne DA + artă 
ȘI culturii, fiin ij part al ins p ; ) 
m ouwe >  LOBIC uic 1 i aj. Ea este o ac 
j P i e reduce la lc gica sau la limba 
atica după Brouw nu sS z s S t tivitate 
mentală constructi va primară fată de logică, limba ul nereprezentind decit o 
. a atras AR cea Ea . v i 
expresie, un indiciu al ei. Sursa matematicii este intuița matematică. Brou wer 
I at S i i nodur 
ac itica formalismul lui Hilber t, cantaris mul și metoda axiomatică, can 3 1 
a vate A 1 teleg e e 4 Brouwer este un pesımis , 
UC e mat ematica. În filozofie, o . st 
neg decvate de 8 ; i : 
p p € 1 C SIr Ormas m, onş $ 
i >s raam tele cunoa terti, Intuttronis 2 Ș fi i nia 
O ere rincipale x Fundamen á ă ? i t t} $ mst Y l 1 : È tii 
Í ilozofte și matematică, Cadrul 1STOY1c, principiile ȘI metodele intuiționăsmului. 
> G 
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strabile, iar altele sînt riguros deduse din acestea, și mai trebuie să 
ținem seama ca de-a lungul timpului au mai apărut și diverse contro- 
verse care pe parcurs au fost eliminate prin reconstruirea geometriei 
pe baze pur logice, eliminîndu-se astfel orice impediment de natură 
intuitivă, dar acestea toate trebuiesc bine lămurite căci altfel trăim 
cu o falsă imagine despre formarea conceptelor fundamentale ale 
geometriei. 


— Profesore, mă simt în elementul meu în această zonă a geome- 
triei. Îmi face plăcere să aduc eu completarea pe care sînt sigur că o 
stăpinești bine, și anume că o asemenea construcție monumentală a 
geometriei euclidiene care are la bază cîteva noțiuni și concepte fun- 
damentale a fost realizată de David Hilbert!. În construcția logică rea- 
lizată, David Hilbert nu face apel la nici un fel de descrieri intuitive 
ale elementelor cu care operează, însă pentru a-ți putea reda fidel ra- 
ționamentul lui, eu voi face apel la bibliotecă; și iată că am și găsit 
volumul Grundlangen der Geometrie; este ediția a VII-a Leipzig-Berlin, 


1 Hilbert, David (1862—1943), renumit matematician german. Are con- 
tribuții originale în diferite ramuri ale matematicii și fizicii-matematice. A 
publicat în 1896 monumentala lucrare Teoria corpurilor algebrice de numere. 
A cercetat axiomele geometriei euclidiene în scopul de a reduce pe cît posibil 
numărul lor aducîndu-și una din cele mai valoroase contribuții la axiomatizarea 
geometriei prin publicarea în 1899 a celebrei lucrări Fundamentele geome- 
triei, la Leipzig, într-un volum comemorativ, cu ocazia inaugurării monu- 
mentului lui Gauss la Göttingen. 


Hilbert a studiat în profunzime cele mai recente probleme de mate- 
matică și fizică ale timpului său. Din ideile lucrărilor sale asupra ecuațiilor 
integrale s-a dezvoltat studiul unui spațiu metric construit pe baza produsu- 
ui scalar, cunoscut sub numele de „spațiu Hilbert“. 


Hilbert a enunțat cu perspicacitate cele mai importante probleme nere- 
zolvate în matematici, la Congresul matematicienilor, din Paris, în 1900. Timp 
de circa ju Mătate de secol, matematicile s-au dezvoltat, în parte, pe linia 
rezolvării celor 23 de probleme ale lui Hilbert. 

Hilbert este continuatorul puternicei școli matematice de la Göttingen, 
urmind lui G auss, Dirichlet şi Klein. Ca elevi ai lui Hilbert, la Göttingen au 
tudiat 'numeroşi matematicieni români: Alexandru Myller, Vera Myller, 
Victor Vâlcovici, Dan Barbilian ș.a. 

? Alte opere remarcabile ale lui Hilbert: Uber die Grundlagen der Logik 
und der Aritmetik (Despre bazele logicii și aritmeticii), publicată la Leipzig în 
1905; Grundzuge einer allgemeines Theorie der Integralgleichungen (Bazele 
teoriei generale a ecuaţiilor integrale), apărută în 1910. Operele complete 
ale lui D. Hilbert (Gesammelte Abhandlungen), în trei volume, au apărut 
la Berlin, în anii 1932—1935. 
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1930, autor David Hilbert, din care reținem: „Definiţia I. 
iferite de obiecte: obiectele primului sistem 


Teubner, 
Considerăm trei sisteme di 
le numim puncte și le notăm cu literele A, B, C..: 
al doilea le numim drepte și le notăm cu literele a, b, c...; obiectele sis- 
temului al treilea le numim plane și le notăm cu literele, œ, B, ...; punc- 
tele sînt numite elementele geometriei pe dreaptă; punctele și dreptele 
sînt numite elementele geometriei în plan, iar punctele, dreptele și 
planele sînt numite elementele geometriei în spațiu. 

Presupunem că punctele, dreptele şi planele se află în anumite re- 
laţii unele față de altele, relaţii pe care le exprimăm prin cuvintele 
„sînt situate“, „între“, „congruent“, „paralele“, „continuu“. 

Aceste „obiecte“ și aceste „relații“ nu sînt descrise și nici nu este 
necesar să fie descrise așa cum le-am întîlnit la Euclid!. Aceasta nu în- 
seamnă că ele nu au nici-o semnificaţie obiectivă. 

Geometria operează cu noţiuni cîștigate din experiență, iar ca re- 
zultat al unor abstractizări a obiectelor din realitate, se iau în consi- 
derare numai anumite proprietăţi ale obiectelor reale. 

Cînd facem demonstraţia strictă a unei teoreme, avem de-a face 
numai cu aceste proprietăţi. Apelul la intuiţie nu ne mai este permis 
a-l face, pentru că riscăm să introducem aspectele străine. El nu mai 
este nici necesar, pentru că tot ce trebuia afirmat despre entitățile 
respective a fost integral menționat în axiome. 

David Hilbert își construiește sistemul din cinci grupe de axiome 
corespunzător celor cinci tipuri de relații dintre elementele conside- 
rate, şi anume: 

a) Opt axiome de incidență 

b) Patru axiome de ordonare 

c) Cinci axiome de congruență 

d) O axiomă a paralelelor 

e) Două axiome de continuitate. 

Pe baza acestor axiome în mod pur deductiv, fără nici-un apel la 
imagini, David Hilbert a reuşit să obțină toate propoziţiile geometriei, 
El nu a construit geometria, ci a făcut această muncă de decantare 


; obiectele sistemului 


Ibert ne-a rămas următorul principiu 
ce-l aplica cu consecvență: „Orice problemă matematică are un răspuns... astă 
este problema, caută-i soluția! O poţi găsi numai gîndindu-te, căci în matemati- 
că nu există ignorabimus... Noi trebuie să știm și vom şti“. 

i Euclid (330—275 î.e.n.), renumit geometru grec. Despre viața lui nu s-au 
păstrat date, motiv pentru care se spune că viaţa i se confundă cu opera, care 
nici ea nu s-a păstrat în întregime. În afara celebrelor Elemente mai sînt cunos- 
cute operele: Optica, Fenomenele (astronomie), Datele, Secţiuni conice, Porismele 
şi Principii de muzică, parte din ele considerindu-i-se atribuite pe nedrept. A 
învăţat la școala matematică din Atena, de unde a fost chemat ca profesor la 
Alexandria de către Ptolemeu I Soter, regele Egiptului. Se istorisește că acesta 
i-ar fi solicitat lui Euclid să-i arate o cale mai uşoară pentru a înțelege geometria, 
iar Euclid i-ar fi răspuns: „În geometrie nu există drumuri speciale pentru regi“. 


În cercetarea matematică, de la Hi 
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A X TONS AA : 
re Este o opera grandioasă a minții omenești, decantare care i-a per- 
mis să nu apeleze la intuiție. SA 
— Da, așa este; David Hilbert și 
| set: ste; David Hilbert si- i ă slij 
nificația intuitivă a propozițiilor ci piei sep i i ve 
pa ă, ozițiil alizarea acestei opere de axioma- 
E ea tite „ numai după ce geometria euclidiană a fost construită 
pi Bee no intuitive. Fiecare termen folosit de către David Hilbert 
aci ace cu sine o imensă practică cristalizată. Cele douăzeci de 
ai ratie caise în mașina logicii pot da naștere unui număr imens de 
ura ca td i aceea s-a ma la concluzia că misiunea geometrului 
? aceea de a încerca, de a căuta, deac i noi i ; 
îne ; ăuta, onstrui noi fenomene mat 
= p 2 și . - . 2 a 
; a în baza raționamentelor logice inductive într-o strînsă interdepen- 
ja i cu te aa logice deductive. Căutările gometrului și desco- 
el T. e atît de experiența anterioară, cît si de su- 
ges alıtății supuse deopotrivă aparatului ri ţionai 
estiil tății 2 ul riguros : ion: i 
logic inductiv şi deductiv, i iai 
G ae Out gl ; r ; 
Ala Așa TE, și la menţiunile ce le faci vreau să mai adaug remarea 
ia să SE oo anul de deducții şi judecăţi logice, deși este înzestrat 
To p T ă ea internă, el apare ca o punte suspendată în gol 
$ ie mid e la a face legătura între o serie de cunoștințe fundate 
pe ei o altă serie de cunoștințe verificabile în realitate 
£ a z i oin ha A . . m 4 . 
aaa ny ogie utilizat în construcția de axiomatizare a geometriei 
zile i eci me ructura sa internă pentru că respectă legile generale ale 
; ; IE logice. Corectitudinea logică nu are altă sursă decît realitatea 
) O 7: $ t aiy A, 2) H STG ; s ; s 
€ e iy A à umai prin acordul dintre aparatul logic și realitatea obiectivă 
este S > i remize ~x * ri i AN y 
; posi ca din premize adevărate să se obțină concluzii adevărate 
P A DI E E A : j o$ UZII < varate, 
o uși, există situații cînd premize certe pot admite și anumi 
clemente de incertitudine și invers. Ştiinţa în general — - ae 
i 2 S à ha Y Ya ATA r a A 
goi E zi inter pala n general — poate mai 
“din i pa ia ne-a furnizat multiple exemple cînd din astfel de 
mi u un oarecare grad de incertitudine s-au obținut concluzii 
adevărate. j M 
Dyte asa ifica aceasta c $ iti 
AA rii a Frica a aceasta. cercetînd apariția unui fenomen oarecare 
rcetarea fenomenului în studiu trebuie să i i te ci stantele 
i s uie să implice toate circumst 
în care a luat el naştere. Dar < întîm m A 
j u ştere. Dar aceasta nu se întîmplă decî i 
cazi 9 mal isa plă decit rareori sa 
pa În general, totdeauna cîteva din astfel de raa eai. 
4 E sente c e la experiment și în aceste situații crezi că putem fi 
guri că acele circumstanțe sînt fără importanță? Dacă se întîmplă 
ele să fie fără importanță, atunci experi tul s ică fi rap le 
PE Apa PAAȚA, atunci experimentul se aplică fără consecințe 
jeg: >, deci. vezi bine că e posibil ca premize i A si - 
t k mize incerte să ducă la co 
PR rezi b e pc s sè ă la con- 
| i E daca au Aici se vede rolul important ce-l joacă calculul 
mobabilităților în știință, nicicum rolul ac i i : 
t ință, nicicum rolul acela recreativ, c j 
pes tilor în ş nicici lu ativ, ca un joc cu 
ile sau cu zaruri, etc. cum ne lasă uneori impresia acest obiect în tinel 
ore de studiu ce-i sînt acordate în liceu H 
E: F n a de iul în matematică este postulatul cinci din geome 
a euclidiană admis fără demonstrati ărui i itudi ci t 
dmis fără de atie, a cărui incertitudine a chinui 
sia e na admis € tie, a chin 
ute de matematicieni ce au încercat zadarnic să-l demonstreze Cena 
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tria euclidiană este — dacă ne putem exprima așa — geometria bunului 
simț, a practicii curente, suficientă pentru mecanica clasică, dar dacă 
trecem la scară cosmică, atunci postulatul cinci trebuie înlocuit, și de 
aici apariția geometriilor neeuclidiene, cu mențiunea că nu numai spa- 
țiul ca atare poartă răspunderea pentru apariția geometriilor neeucli- 
diene. Un rol hotărît în construcția acestora îl joacă sistemul de axiome, 
ce stă la baza noilor geometrii. Descoperirea noilor proprietăţi nu este 
un proces pur analitic-deductiv, ci este un proces constructiv în care 
ipotezele, încercările, verificările au același rol ca în orice ştiinţă a naturii. 
O analiză profundă ne duce la concluzia susținută de Henri Poincaré, 
că raționamentul matematic nu este în mod real deductiv „el are în 
mare măsură natura raționamentului inductiv“. De aici emană și sursa 
fecundității geometriei ca știință, cît și utilitatea ei practică. 

— Profesore, recunoaşte că este o adevărată încîntare să te ocupi 
de studiul geometriei. Cum s-o fi păcălit Henri Poincaré care la un 
moment dat a declarat că geometria este o știință moartă, ca apoi să 
constatăm că tot el i-a descoperit marea fertilitate? — chiar dacă la un 
moment dat, Poincaré s-a păcălit, el nu s-a depărtat de geometrie. 
Printre multiplele sale preocupări științifice, geometria a ocupat un loc 
de seamă, căci aşa cum am văzut, matematicienii au sesizat că sînt 
posibile mai multe geometrii. Mulți matematicieni și-au pus întrebarea 
dacă geometria euclidiană este în mod sigur cea adevărată. Pentru a 
lămuri definitiv această problemă a trebuit mai întîi să se stabilească 
natura axiomelor geometrice. Sînt aceste judecăţi sintetice apriori? 
întrebare pe care și-a pus-o însuși Henri Poincaré. Am să ţi-o citesc chiar 
din lucrarea sa intitulată La science et Vhypothese: „Sînt aceste judecăţi 
sintetice (axiomele) apriori, cum susține Immanuel Kant“? — la care 
tot Poincaré dă răspunsul. 

„Ele ni s-ar impune atunci cu o asemenea forță, încît nu am putea 
concepe propoziţia contrară, nici construirea pe aceasta a unui edificiu 
teoretic. Nu ar exista geometria neeuclidiană. Pentru a ne convinge 
de acest fapt, să se ia o veritabilă judecată sintetică apriori, de exemplu 
aceasta: 

Dacă o propoziție este adevărată pentru numărul unu, dacă s-a 
demonstrat că ea este adevărată pentru n + 1 cu condiția ca să fie 
adevărată pentru m, atunci ea va fi adevărată pentru toate numerele 
întregi pozitive. 

SA se încerce apoi de a ocoli și de a funda, negînd această propoziție, 
o falsă aritmetică, analoagă cu geometria neeuclidiană, nu se va putea 
reuși. 

— Profesore, aproape că nici n-am respirat în tot acest timp cît ai 
citit. Am urmărit această idee cu sufletul la gură, fiindcă aici se înfruntă 
concepţiile a doi titani ai științei și gîndirii filozofice a omenirii. 
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Teza cea mai acceptată este teza emisă de Henri Poincaré, conform 
căreia axiomele nu sînt decît convenții admise pentru motive de como- 
ditate. Fiind convenţii, nici unele nu sînt mai adevărate decît altele, 
şi nici mai false (vezi Henri Poincaré, La science et l'hypothése, Paris, 
Flammarion, 1902). 

Axiomele nu sînt admise într-o teorie fiindcă sînt adevărate. Condiţia 
esenţială este ca grupul de axiome pe care se fondează teoria să fie 
compatibil adică necontradictoriu. 

Reterindu-se la natura axiomelor, Henri Poincaré face următoarele 
precizări: 

„Nu se experimentează pe drepte sau pe circumferințe ideale. Nu se 
poate experimenta decit pe obiecte materiale. Pe ce s-ar sprijini deci 
experiențele care ar servi de fundament geometriei? Răspunsul este 
ușor. Noi am văzut că se raționează în mod constant ca și cum figurile 
geometrice s-ar comporta în maniera solidelor. Ceea ce geometria ar 
împrumuta de la experiență, ar fi deci proprietăţile acestor corpuri“. 
Drept exemplu am văzut că proprietățile luminii și propagarea sa recti- 
linie sau constituit conjunctura din care au rezultat citeva dintre propo- 
zițiile geometriei, și în special acelea ale geometriei proiective, astfel 
încît, din acest punct de vedere, am fi tentaţi să spunem că geometria 
metrică este studiul solidelor și că geometria proiectivă este studiul 
luminii: dar o dificultate subzistă, și ea este greu de învins. Dacă geome- 
tria ar fi o ştiinţă a experienței pur intuitive, ea nu ar fi o știință exactă, 
ea ar fi supusă unei revizuiri continue, pentru că știm că nu există solid 
riguros invariabil. 

A xiomele geometriei nu sînt deci, nici judecăți sintetice a priori, mici 


vu KS 
fapte strict ale experienjet; ele sînt convenţii. Alegerea lor, dintre toate 
convențiile posibile, este călăuzită de faptele experienţei; dar alegerea 
rămîne liberă şi nu este limitată decit de necesitatea de a evita orice 
contradicţie. Astfel, postulatele pot rămîne riguros adevărate chiar dacă 
legile experienței care au determinat adoptarea lor nu sînt decit aproxi- 
mative. 

— Atunci cum rămîne, cu întrebarea: Este adevărată geometria 
euclidiană? Ce spui Profesore, ne răspunde prietenul nostru“ la această 
întrebare? 

— Ne răspunde, amice, sigur că da. De altfel, în parte ne-a și răspuns. 
Dar mai ai puțină răbdare să găsesc pagina și am să-ţi reproduc încă un 
răspuns exact cu cuvintele lui Henri Poincaré; iată că l-am și găsit. 

„Întrebarea nu are nici un sens. E ca şi cum te-ai întreba dacă siste- 
mul metric este adevărat şi vechile măsuri sînt false; dacă coordonatele 
carteziene sînt adevărate și coordonatele polare false. O geometrie nu 

ate fi mai adevărată decît alta; ea poate numai să fie mai comodă.“ 

Esenţial pentru ca o teorie să fie adevărată este ca grupul de axiome, 
de principii, pe care se fondează să fie compatibil, adică necontradic- 
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tora ceea ce este caracteristic nu numai geometriei euclidiene, dar și 
geometriilor neeuclidiene. Este bine să ne reamintim că avem, în mod 
E coat de geometrii ȘI toate trei la fel de adevărate, adică 
pa side n i emonstrate de către fondatorii fiecăreia. 
_1) Geometria euclidiană cu postulatul lui Euclid valabil (adică 
printr-un punct exterior unei drepte se poate duce o paralelă la ati 
dreaptă și numai una), și cu suma unghiurilor unui triunghi egală 
două unghiuri drepte. e dit 
2) Geometriile neeuclidiene de tipul Lobacevschi-Bolyai, c stul 
tul lui Euclid nevalabil (înlocuit cu propoziția valabilă că aa i a 
exterior unei drepte se duc două drepte paralele la acea drea tă) și e 
suma unghiurilor unui triunghi mai mică decît două unghiuri drent m 
„_5) Geometriile de tipul lui Riemann! cu postulatul lui Euclid nevala 
bil (înlocuit cu propoziția valabilă, că printr-un punct exterior a 
drepte nu se poate duce nici-o paralelă la acea dreaptă) și cu Suma rio 
e unui unghi mai mare decît două unghiuri drepte ri na i 
xeometria euclidiană își găsește realizarea î a 
Beltrami a arătat că erai iara ada PRI i i i 
zată pe o pseudosferă e ear ue E tai iei el aya poaten teti 
ra m? A ieră, care este o supr față reală de rotație, generată 
Pa ei numite tractrice. Dreptele din plan devin geodezicele 
ee ji die dee au E a a realizarea pe o sferă reală, unde 
an s oc cercurile mari. 
A i iata, ponk posibil eta, și sfera sînt suprafețe cu curbura 
pci nstantă. Notînd curbura lui Gauss cu y, ea este nulă pentru 
plan (y = 0, geometria plană euclidiană), este negativă pentru pseudo 
Sleră (y<0, geometria pseudosferică, Lobacevschi-Bolyai) și soziti ă 
in cazul sferei (y>0, geometria sferică, Riemann). NEA FROM 
Descoperirea geometriilor neeuclidiene a condus la revizuirea întregii 
structuri a matematicilor, la revizuirea a însesi adanida A t 
științe, dovedind în același timp că spațiul și proprietățile lui RA si t 
epuizate de o singură geometrie. D că geometriile neeuclidiene a t 
fost descoperite în timpul lui Kant, probabil că el și-ar fi schimbat pu 
releritoare la formarea coneeptelor matematice. Brunschwegl atma GA 
; D ir 2 


Riemann, Bernhard (1826—1855), matematician 


DE “A ard (1824 german. A crea 
nouă geometrie neeuclidiană. Gensralizind geometria int a teet 
; geor a ir 


ous EO ROn neaucli Ie l g secă pe suprafață 
y E ea at și Ean a spaţiilor metrice multidi measioaale de 
curbură variabilă. Importanta ideilor cuprinse în ac i >metrie riemaniană 
AR arzi ge ; f eilor c e în această geometrie riemaniană 
generală a ieşit în evidență atunci cî i Sit pentru statiei dei 
23 >vidență inci cînd Einstein le-a folosit pe 
tarea teoriei relativității generaliz; c E 
i rel; ă neralizate. Riemann este in © ii iei 
siron Sec tul rola taţii, genei - Riemai ste unul din creatorii teorie 
A ae sina acesteia o formă intuitivă prin introducerea giga orga 
i poartă numele. S-a ocupat de probie epre ărilor conforn i e 
bi mele a ocup blema reprezentărilor conforme şi é 
teoria generală a integralei definite sfiit TPAR Jai 
1 Vezi L ansehe 4 : ; ; 
E. Brunschwcg, Les étapes de la philosophie mathematique. 
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deși filozofia matematică a lui Kant constituie „un genial coup de sonde 
dans le schématisme“ prin descoperirea rolului creator al imaginației, 
acest coup de sonde nu este împins pînă la planul logic, ci numai la nivelul 
psihologic al operaţiilor intelectului nostru. 

Anumite limite ale concepţiei lui Kant despre matematică sînt expli- 
cabile în condiţiile în care la acea dată nu erau cunoscute decît aritmetica 
pitagoriciană, geometria euclidiană și mecanica newtoniană. 

— Mulţumesc, Henri Poincaré, Lobacevschi-Bolyai şi Riemann, 
de asemenea mulțumesc amical, Profesore, și acum cred că este oportun 
să menționăm că și Psihologia genetică a infirmat concepția lui Immanuel 
Kant care susținea că judecăţile sintetice sînt a priori. Conform acesteia, 
toate structurile inteligenței, inclusiv intuiţiile spaţiale, se constituie evo- 
lutiv în contactul activ cu realitatea. Nimic nu este a priori, preformat, 
în afara unui număr limitat de reflexe elementare. 

— Intervenţia ta a fost binevenită. Unor astfel de probleme trebuie 
să li se dea interpretarea care este cea mai aproape de adevăr și aceasta 


ne-a oferit-o iniţial Henri Poincaré, iar în zilele noastre — așa cum am 
mai menţionat — ne-o confirmă această surprinzătoare ramură a știin- 


tei numită Psihologia genetică. 

— Dragă Profesore, entuziasmul ce mi-l insuflă Henri Poincaré m-a 
atașat atît de mult de el încît am să-ţi amintesc cuvintele matematicia- 
nului Felix Klein! despre acest mare gînditor, care a dominat sfîrşitul 
veacului trecut și începutul acestui veac, despre acest stăpîn absolut al 
domeniului matematicii şi al celor mai de seamă aplicații ale ei în ştiin- 
tele naturii. Ascultă-le „Ce ne-am fi făcut noi fără prezența lui Henri 
Poincaré în știința noastră“? 

— Ei, amice, la această întrebare nu cred că există cineva care poate 
răspunde. Dar te întreb eu pe tine: ce ne-am fi făcut noi doi în această 

discuţie dacă nu apelam la bibliotecă şi la 

PAŞI PRIN Henri Poincaré? 

LABIRINT CATRE — Vai de mine Profesore, ce întrebare, e așa 

FRUMOSUL greu de răspuns? Cred că atrași de frumusețea 

GEOMETRIEI și eleganța tenisului mai jucam încă o partidă, 

o cîștigam eu, mai jucam încă una, o cîștigam 

tot eu și scorul ar fi fost 3—1 pentru mine. Deci meci câştigat, Îţi place 
răspunsul? 

— Află că nu prea. Tenis am mai jucat noi, învins am mai fost, însă 
victorioşi amîndoi ca acum nu ştiu să mai fi fost. 


1 Klein, Felix (1849—1925), matematician german, de renume mondial. 
Autor al unor lucrări deosebit de importante referitoare la teoria grupurilor, 
a clasificat geometriile neeuclidiene în eliptică și hiperbolică, a fost inițiatorul 
„Programului de la Erlangen“, unde a stabilit că geometria este studiul invarian- 
ților unui grup de transformări (geometria euclidiană corespunde grupului 
asemănărilor, iar geometria neeuclidiană grupului transformărilor proiective 
automorfe). 
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— Îți mărturisesc sincer că te aprob, dar ia seama cum te exprimi. 
Deocamdată am cîștigat numai o bătălie, și asta nu înseamnă că am cîṣ- 
tigat victoria. Ne vom bombarda încă, reciproc, cu multe întrebări pînă 
la o victorie finală; între timp am să-ți amintesc că Henri Poincaré a 
fost cîndva prezent — imaginar bineînțeles — chiar pe un teren de tenis 
improvizat de noi. 

Reamintește-ți cînd aveam numai cîțiva ani și ai început să-mi dai 
lecții de tenis. Ai făcut două careuri pe asfalt la sala sporturilor, le-ai 
despărţit printr-o linie groasă pe care ai trasat-o cu o cărămidă, ai făcut 
un punct mare, tot cu cărămida, în mijlocul careului meu și m-ai întrebat 
dacă pot să spun ce ai făcut tu. Am rămas mirat și nu am știut ce să răs- 
pund. Atunci ai zis: Am desenat un punct în acest careu; cum îi spui 
tu în limba franceză? Hai că faci parte din clasa a II-a franceză. Eu m-am 
cam bilbiit și atunci tu ai scris pe asfalt Point en carré, ai pronunţat 
apoi Pointcar6, după care silabisind ai scris corect pe asfalt cu litere 
mari: POINCARE. Mi-ai mai spus că pînă învăţ bine tenis să numă depărtez 
prea mult de el. De cine să nu mă depărtez nu prea am priceput — probabil 
că de acel punct —, dar am observat că atunci cînd ai scris ai omis litera 
í, şi cînd ţi-am atras atenția mi-ai spus că, în acel moment, special 
ai făcut-o si că entru tine eu sînt micul Poincaré fiindcă am zece la 
matematică. De data aceasta m-am simţit încurcat de-a binelea, însă tot 
tu ai spus că adevăratul Poincaré se numește Henri Poincaré şi este cel mai 
mare matematician al lumii. Așa mi-ai spus. Mult timp, după această 
întîmplare, cînd intram pe terenul de tenis, involuntar rosteam acest 
nume, deși știam că marele matematician nu avea nimic comun cu jo- 
cul de tenis. Totuși, poate că asta m-a împins să caut și să aflu cît mai 
multe despre viața și opera acestui titan al științelor exacte. 

— Este fenomenal, dragul meu, realmente am rămas înmărmurit, 
precum James Joseph Sylvester în fața lui Henri Poincaré la memorabil a 
lor întîlnire. Mărturisirea ta m-a transpus pînă la contopirea mea cu eul 
tău fragil și am pornit așa contopiți pe căile miraculoase ale cunoaşterii 
de care spiritul tău este mereu însetat. M-am trezit acum și mă gîndesc 
cite asemenea mici improvizații pot fi create sau preluate din diverse 
lucrări, improvizații pe care dacă noi am ști să le sădim la momentul priel- 
nic în sufletul copiilor, aceștia cu siguranţă că ar face multe minuni în 
acest miraculos univers încă necunoscut. 

— Vorbeşti bine, Profesore, sînt convins că la fel și gîndeşti; vezi, 
cred că orice mică faptă bine gîndită și realizată poate fi baza unui edi- 
ficiu la înălțarea căruia o contribuţie cît de mică contează. Poate mai ai 
vreo idee. 

— Idei cred că ar mai fi, dragul meu, însă mai întîi va trebui să ne 
punem de acord asupra lor și apoi să vedem la baza cărui edificiu — cum 

pui tu — le putem pune. 

— Desigur, eu cred că bază pentru edificiu este; pînă acum n-am dis- 
cutat noi despre geometrie? Sper să nu crezi că micile victorii de pînă 
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acum ne îndreptățesc să spunem că am cîștigat războiul. Să auzim ideile, 
Și vei vedea ce iese din ele. 

— Cum să nu fie idei, amice? Iată numai cîteva: 

a) Emoţia în fața frumuseţii unei teoreme; 

b) Cultivarea simțului pentru rigoare; 

c) Matematica, știința celei mai generale și profunde cunoașteri 
umane etc., deci, lupta merită continuată. 

— Sînt de acord cu ideile ce le prezinţi și încă enumerate pe puncte, 
a, b, c.. dar nu prea am văzut matematicieni emoţionaţi în faţa frumu- 
seții unor teoreme, sau a eleganței soluţiilor unor probleme; drept este 
că am citit în diverse lucrări despre existența unor asemenea matema- 
ticieni, însă în general, din cîte ştiu, pe ei îi interesează soluții rapide și 
ingenioase, rigoarea demonstrațiilor, şi acestea pentru dezvoltarea gîn- 
dirii, inteligenţei, spiritului de observaţie și orientare: s-ar părea că nici 
timp nu au să se emoționeze. 

— Spre a nu te decepționa, nu te contrazic. Te las să tragi singur 
concluzia în privința emoției pe care sînt sigur că și tu ai trăit-o desco- 
perind o soluţie ingenioasă la o problemă sau găsind o altă demonstrație 
a unei teoreme. Este suficient să-ți amintești de sutele de demonstraţii 
ale teoremei lui Pitagora. Crezi că pe matematicieni i-a îndemnat să 
descopere noi demonstraţii ale acestei teoreme doar simpla curiozitate 
sau alte ambiții? Nu recunoşti că acea curiozitate era menţinută de fru- 
musețea noilor demonstraţii ale teoremei și că în asemenea situaţii sînt 
firești sentimentele de admiraţie și emoție? O legendă spune că senti- 
mentul de bucurie și emoție a pus stăpinire pe Pitagora — cînd a desco- 
perit teorema ce-i poartă numele — într-atît de mult încît drept multu- 
mire a adus zeilor o jertfă de 100 de bivoli. 

Exemplele pot continua și se pot găsi cu ușurință. În favoarea ideii 
de frumos în matematică subscriu mulți gînditori, matematicieni și filo- 
zofi, pentru că acest frumos cu siguranță că l-au simțit în contactul 
direct cu matematica, așa cum și noi l-am simţit deseori și poate nu știam 
ce este, pentru că, s-ar părea că nici acum nu s-a'dat o definiție ideală 
a frumosului din matematică și nici chiar a frumosului din acest misterios 
univers, El-e greu de definit dar de simţit se simte; vorba aceea: „Nu-i 
frumos ce e frumos, ci e frumos, ce-mi place mie“; desigur expresia are 


1 Pitagora (569—500 î.e.n.), filozof și matematician grec născut în Samos. 
A întemeiat la Crotona (în sudul Italiei) o școală în care studiul matematicii 
deţinea, locul principal, deoarece pe lingă cercetările științifice, întreaga filo- 
zoiie a pitagoreicilor se baza pe teoria numerelor întregi, fiind privite ca esența 
tuturor lucrurilor din Univers. Lui i se atribuie alcătuirea tablei de înmulțire a 
numerelor cunoscută sub numele de „Tabla lui Pitagora“, cît şi relația ce exprimă 
măsura celor trei laturi ale unui triunghi dreptunghic cunoscută sub numele de 
„Leorema lui Pitagora“. Pitagora și discipolii săi au fost primii care au folosit 
cuvîntul matematică cu înțeles de aritmetică şi geometrie, punîndu-i bazele ca 
disciplină ştiinţifică de sine stătătoare. 
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doza ei de aproximaţie, de banalitate. Referindu-ne la frumosul din mate- 
matică îl avem aici pe Henri Poincaré, Știință și metodă. lată ce spune: 
„Pare de mirare că se invocă emotivitatea alături de demonstrațiile 
matematice care, se pare, nu pot interesa decît inteligența. Dar, ar în- 
semna să se uite sentimentul frumuseții matematice, al armoniei nume- 
relor şi formelor, al eleganței geometriei. E vorba de un adevărat sen- 
timent estetic pe care toți adevărații matematicieni îl cunosc. Şi tocmai 
aici se află emotivitatea. Or, care sînt fiinţele matematice cărora noi le 
atribuim acest caracter de frumuseţe și eleganță şi care sînt în stare să 
trezească în noi o anume emoție estetică? Sînt acelea în care elementele 
stat dispuse în armonie în așa fel ca spiritul să le cuprindă laolaltă, fără 
nici o sforțare, pătrunzînd totodată și amănuntele. Această armonie 
este în același timp o satisfacție pentru nevoile noastre estetice şi un aju- 
tor pentru spiritul pe care-l susține și conduce. Și în același timp, punînd 
sub ochii noștri un tot bine ordonat, ea ne face să presimțim o lege mate- 
matică...“ 

— Acum Îmi dau mai bine seama care poate fi unul din motivele 
pentru care nu prea mi-a plăcut matematica la cronometru şi nici că-mi 
va plăcea vreodată. Fiind dascăl ştii la ce mă refer nu? „Scoateţi o foaie 
de hirtie și scrieți: extemporal. Aţi scris? Aveţi două zeci de minute; 
mai aveţi cinci minute, două minute; jos creionul“. Ce crezi, mai există 
timp să cauţi soluții ideale sau să descoperi şi să te entuziasmezi în fața 
frumosului ce-l poartă problema atunci cînd simţi cronometrul bătîndu-ți 
parcă în creier? Unii aproape că nu pot găsi în întregime nici soluția cea 
mai banală. Și olimpiadele păcătuiesc, cred eu, tot din această cauză, 
dar ce să-i faci, se pare că aci nu există alt sistem. În schimb, cred că 
ţi-ai dat seama cît de interesante sînt lucrările la cercurile de comunicări 
științifice, în mod deosebit la fazele naționale. Aici spiritul alege în voie 
căile viabile de demonstraţie, stimulează imaginația, gîndirea, contemplă 
frumosul și parcă îţi trezește noi virtuţi creatoare. Am avut multe mo- 
mente cînd am simțit existența frumosului și emoției şi parcă mi-a dat 
aripi. 

Cred că-matematicianul poate fi comparat cu un pictor. Pe măsură 
ce descoperă frumosul din natură reușește să-l redea în pînze ce-i trezesc 
emoții, şi asta îl apropie de arta lui; tot cam așa se petrece și cu matema- 
ticianul. 

— Așa este. Omul a fost atras de frumosul din natura înconjurătoare 
încă din timpuri imemorabile. 

Impresionat de fenomenele naturii, el le-a reprodus. Ne stau mărturie 
desenele de pe pereții peșterilor făcute din linii drepte, curbe, desene 
concepute sub forma unor figuri geometrice unde se pare că el a respectat 
simetria și proporția; ne stau mărturie uneltele de vînătoare cărora le-a 
dat forme geometrice, de asemenea ne stau mărturie construcțiile inge- 
nioase în care a îmbinat utilul cu frumosul. Am putea spune că matema- 
lica s-a dezvoltat concomitent cu artele frumoase, încît dezvoltarea lor 
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ulterioară impresionează prin frumusețea ce le-o dă proporția elementelor 
componente, simetria lor, cît și forma. Încă din cele mai vechi timpuri, 
oamenii au făcut în același timp știință şi artă. Ce altceva sînt piramidele 
din Egipt decit știință și artă? Piramida lui Keops de 150 metri înălțime 
este o frumusețe solemnă tocmai pentru motivul că realizarea ei este 
făcută cu știință pur matematică (vezi fig. 2). Din scrierile lui Herodot 


fig. 2 


cunoaștem secretul armoniei degajat de piramidă. Proporţiile stabilite 
pentru Marea Piramidă, între latura bazei şi înălțime, erau de așa fel 
încît aria pătratului ce are drept latură înălțimea piramidei este egală 
cu aria oricărui triunghi al unei fețe laterale a piramidei. Adică 4? = ac 
sau h/c—aJh(1) (fig. 2). Rezultă că latura pătratului, adică înălțimea pira- 
midei din figura 2, este medie proporțională între două laturi ale triun- 


A = . . 
ghiului AOM care fiind dreptunghic (0 = 27 putem scrie teorema lui 
Pitagora: c? = a? + h?, de unde h? = c? — 4?. Inlocuind pe 4° cu valoarea 

! - s că Ela 
k? = a: c din relaţia (1) obținem: °? — a? = c.a Sag ai a (2) 


1 Herodot (aprox. 484—425 î.e.n.), istoric grec supranumit „părintele isto- 
riei“. A călătorit mult, străbătind Orientul Apropiat, Egiptul, Libia, Sicilia, 
sudul Italiei și litoralul Mării Negre. A avut idei democratice. Opera sa Istorii 
(în 9 volume) este izvorul principal pentru istoria Greciei, a ținuturilor pontice 
și a Orientului Apropiat din prima jumătate a mileniului I î.e.n. Ea este în 
același timp un prețios izvor pentru istoria geto-dacilor și a sciților. Este prima 
încercare de a uni într-un tot datele istorice și geografice cunoscute pînă la el. 
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Iată, dragul meu, marea surpriză. În ecuația (2) recunoaștem relația ca- 
racteristică segmentelor împărţite în raportul „tăieturii de aur“, »Tăie- 
tura de aur“ exprimă matematic faptul că între două lungimi se stabi- 
lește un asemenea raport, încît lungimea cea mai mică să fie față de cea 
mai mare în același raport în care lungimea cea mai mare se află față de 
suma ambelor. 


„Lăietura de aur“ este legată de asemenea de pentagonul regulat și 
de decagon, ca şi de toate formele ce derivă din aceste două poligoane. 
Algebric, rezolvarea ecuaţiei ce exprimă această proporție dă numărul 
irațional a cărei valoare este 1,618... cunoscut sub numele de „numărul 
de aur“. O valoare foarte apropiată de valoarea „numărului de aur“ se 
obține prin seria de fracții numită „seria lui Fibonacci“ (2/1, 3/2, 5/3, 
8/5...). Această proporţie posedă un anumit număr de proprietăți geo- 
metrice și matematice interesante, dintre care cea mai evidentă este 
raportul său cu un șir de forme simple, îndeosebi cu o schemă pentago- 
nală. De exemplu, dacă unui dreptunghi ce urmează „secţiunea de aur“ 
i se adaugă un pătrat construit pe latura mai mare, se obţine din nou un 
dreptunghi cu caracteristicile „secțiunii de aur“. Matila C. Ghyka? — 
în cartea Le nombre d'or (Gallimard, Paris 1931) — notează raportul 


c ; i ; z s 
— cu litera “grecească O și ecuația (2) devine: 


2—9—1=0 (3) 


A LI 14+V/5 
pe care rezolvînd-o găsim soluția = erupe d => 1,018... 


Concluzia este că în triunghiul meridian al piramidei lui Keops, ipo- 
tenuza se află în „tăietura de aur“ cu cea mai mică dintre catete. Vezi bine 
că măreția și armonia ei a fost calculată matematic. Deci iată numai un 
exemplu în care sînt prezente emoția, măreția, arta și frumuseţea ce se 
ascund în matematică, atribute ce trebuiesc căutate, descoperite Și desi- 
gur create. S-a dovedit că aceasta stă în puterea omului a matematicia- 
nului. 


1! Fibonacci, Leonardo (1180—1250), matematician italian. A adus contri- 
buții în domeniul aritmeticii, a introdus în Europa cifrele arabe. 

*Ghyka, C. Matila (1881—1965), filozof, matematician, eseist şi esteti- 
cian român, își face studiile liceale şi universitare în țară și străinătate. Absolvă 
Institutul Politehnic din Paris și își ia doctoratul în drept la Bruxelles, în 1909. 
A lucrat pe lîngă legaţiile României în cele mai mari capitale ale lumii. Împreună 
cu Tudor Vianu și G.M. Cantacuzino editează revista de estetică, „Simetria'“. 
Opera sa se constituie din; Ploaia de stele, Culorile lumii, Tour d'horizon philo- 
sophigue, Le nombre d'or, Esthetique des proportions dans la nature et dans les, 
artis, The geometry of art and life. M. Ghyka a fost şi un neobosit colaborator al re- 
vistelor românești de circulație națională și internațională, manifestind stator- 
nice legături cu poporul și cultura noastră, pe meleagurile căruia s-a născut 
a studiat și a creat o parte din operele sale. 
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Cu aceste atribute trebuie să se întîlnească micul școlar chiar din mo- 
mentul în care intră în contact cu geometria, căci ele îl vor face să simtă 
bucuria ce-i inundă întreaga ființă, lăsîndu-i impresia că pină la el ni- 
meni nu a putut să pătrundă în labirintul acestei ştiinţe. 4 VAL 

— Recunosc că pașii făcuți de noi prin labirintul geometriei sînt nu 
numai siguri, ci și frumoși. Frumosul radiat de matematică şi dobîndit 
de fiecare dintre noi este un bun cîștigat cu trudă și de aceea, cînd l-ai 
dobîndit simti cum cuprinderea lui te cuprinde, vraja lui te alla 
ademenește precum nimfele marine din mitologia greacă, GIRT ie 
prin frumuseţea lor grațioasă, dublată de melodicitatea vot ip i At 
jeau echipajele de navigatori într-atit încît aceștia nu se mai puteau es- 
přinde de legendara lor insulă. ' AL y ri 

— Splendidă comparaţie. Este întemeiată ȘI bine venită. bac că 
după opinia mea este aci o mică (mare) diferență, pe care am observat 


că ai mentionat-o, dar, i-ai dat și posibilitat ea să se ascundă. Frumusețea 
vocilor grațioaselor nimfe îi atrăgea pe navigatori fără ca apesi să Taca 
vre-un efort, pe cîtă vreme noi spre a fi vrăjiți de frumusețea geometriei 
trebuie mai întîi să i-o descoperim. De aceea, iți propun sa a pain 
noştri prin labirint, și să readucem În discuția noastră conceptele Her 
rale cu care operează geometria. Trebuie mentionat că anena 
logic este aplicat figurilor care reprezintă formele geometrice ale Sai Pisa 

rilor reale. Desigur că nici figurile desenate 


PUNCT nu corespund întocmai formei abstracte, căci 
DREAPTA în orice desen punctul are totuși o dim ensiurie, 
PLAN linia nu are numai lungime, ci și lățime, 


iar planul are lungime, lăţime,și o anuna 
grosime, dar aceste neajunsuri trebuie înlăturate tarit SBE RI 
du-se la geometrie, Platont — în cartea a Vl-a dir Ref ublica na 
mențiunea: „Tu ştii.că cei ce se ocupă de geometrie Sep CA 
figuri vizibile şi fac judecăți asupra lor, deși nu se gîndesc la gale i 
guri, ci la altele cu care se aseamănă. Astfel ei fac tapioname ni wean 
pătratului în sine, asupra diagonalei în sine ȘI nu asupra ci 8 mas p 
care au desenat-o... Aceste figuri sînt pentru ei numa! niște imagini, at 
ei nu se gîndesc decît la celelalte figuri, care nu pot fi concepute decit 
cu mintea“. Aşadar, vezi bine că geometria folosește raționamentul logic 


Ei 


+ 


anal qi 
1 Platon (429—347 î.e.n.), filozof grec, născut la Atena. A condos RARR E 
Atena, numită Academia, nume ce se trăgea din faptul că ana Sa E: AR 
grädina eroului grec, Academos. Academia lui Platon a avut pe tag EI nite 
şi pe acela de importanță deosebită de a fi considerat că SUO ia 5 EN z 
este absolut necesar pentru a putea fi înțeleasă filozolia. + i Era sa E ied 
prietenul lui Socrate, iar în lucrările sale filozofice — scrise în Sola, perdu 
în care Socrate este principalul interlocutor — sînt puse i arat d at Ee 
importante probleme matematice ale timpului. Pe ironii pt ratele 
Platon — poarta grădinii lui Academos — era pusa inscripția: „Cine nu es 
geometru să nu intre aici“. 
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pe figuri imaginate prin desen. Adevărurile stabilite pe baza unui rațio- 
nament logic se aplică fără nici-o restricţie la toate corpurile reale și 
astfel se explică larga aplicaţie a geometriei — și în general a matema- 
ticilor — în toate domeniile științei și tehnicii, iar dacă observăm cu aten- 
ție tot ceea ce ne înconjoară, ne dăm seama că chiar şi cei care declară 
că nu ştiu geometrie, folosesc totuși, fără să-și dea seama, multe concepte 
cu care operează geometria, însă niciodată nu s-au gîndit cel puțin să le 
exprime în propoziţii logice, ca să nu mai vorbim de faptul de a se fi 
întrebat dacă sînt adevărate. 

— Îţi dau perfectă dreptate, Profesore. Întreaga natură este geome- 
trie, așa cum am mai spus-o, însă puține adevăruri sînt evidente. Tot ceea 
ce nu este evident în geometrie trebuie dedus din afirmaţii simple care 
pot fi considerate evidente. Cînd introducem o noțiune nouă o definim 
utilizînd noțiuni deja definite, dar procedeul nu-l putem aplica mereu, 
deoarece pentru definirea unei prime noțiuni nu mai există nici o noțiune 
deja definită ce am putea-o utiliza. În această situaţie, trebuie să utilizăm 
noțiunile geometrice fundamentale cele mai simple, evidente, pe care nu 
le putem defini în modul cel mai riguros, mulțumindu-ne în general cu o 
cît mai completă descriere alor, descriere care uneori pare că se identifică 
cu definiția. Aceste noțiuni le numim noțiuni fundamentale. Cele de care 
ne vom ocupa sînt: punctul, dreapta și planul. 

Noţiunile de punct, dreaptă și plan sînt sugerate de obiecte sau feno- 
mene fizice din natura înconjurătoare. Poate că par noțiuni simple, însă 
îmi amintesc că ne-a ridicat multe dificultăți înțelegerea lor corectă, 
chiar de cînd am început studiul geometriei. 

În cazul noţiunii de punct îmi amintesc foarte bine că relația dintre 
concept și imagine a rămas multă vreme o nebuloasă în mintea noastră a 
începătorilor. 

— Este normal să fie aşa. Această relație este deosebit de complexă. 
În măsura în care punctul este intuit senzorial, el nu este punct matema- 
tic, deoarece punctul matematic nu posedă atribute perceptibile senzo- 
rial; el nu are dimensiuni precum au celelalte figuri geometrice, și totusi 
vorbim despre punct cum vorbim despre un obiect oarecare. Dificultatea 
provine din faptul că avem tendința să substanțializăm figurile geome- 
trice, să le considerăm imagini schematizate ale unor obiecte concrete, 
însă ştii bine că, de fapt, ele reflectă doar proprietăți spaţiale ale obiecte- 
lor din realitate. Proprietatea spațială ce o reflectă punctul este poziţia 
sa. În calitate de concept figural, punctul este o entitate care exprimă 
o realitate ce poate fi intuită mental. El poate fi situat la intersecţia a 
două drepte, poate fi situat pe o dreaptă, poate fi deplasat etc. 

— Ei vezi, ăsta era necazul. Altfel l-am privit noi chiar din perioada 
primilor ani de școală, pînă spre sfîrsitul gimnaziului. 

Noi îi spuneam punct chiar și unei mici pete de cerneală, unei așezări 
de pe hartă, semnului ortografic de la sfîrşitul frazei, semnului înmulțirii 


29 


etc. și cred că nu gîndeam rău fiindcă în aceste cazuri punctul este o 
realitate, nicicum o ficțiune. 

— Voi aveaţi perfectă dreptate, căci în situațiile enumerate de tine, 
și în multe altele, punctul este o realitate dacă-i dăm atenţie substanței. 
Trebuie observat că aici el are o semnificaţie cantitativă și chiar o semni- 
ficație calitativă. Cînd este vorba de punctul geometric — de punctul 
euclidian —, situaţia se schimbă. El nu are dimensiuni, deci nu are sub- 
stanțialitate, nu are masă, nu interesează nici culoarea. În cadrul punc- 
tului matematic, aceste atribute nu există. Cu toate acestea, el exprimă o 
realitate mentală, nu senzorială. Dacă n-ar exprima o realitate mentală 
obiectivă, atunci nici distanța dintre două puncte nu ar fi o realitate, 
nici poziția relativă a două sau mai multe puncte nu ar exprima o reali- 
tate. 

— Este exact așa cum spui, Profesore, însă cred că trebuie bine lămu- 
rită problema. 

Mai întîi am să relatez cum am început noi prima lecţie de geometrie 
al cărui titlu era: „Punctul și dreapta“. Voi sări peste introducerea ce 
ni s-a făcut și voi trece direct la subiect. S-a început prin a ne întreba 
ce este punctul. Am dat tot felul de definiţii și exemple, dar nici una nu a 
primit verdictul „adevărat“. S-a desenat pe tablă un punct cu creta 
albă, apoi unul cu cretă colorată. Ni s-a cerut și nouă să desenăm cîte 
un punct pe caiete. Au urmat întrebări: 

1) Care punct e mai mare, cel desenat cu creta albă sau cel colorat? 

2) Care punct e mai greu, cel desenat cu creta albă sau cel desenat 
cu cretă colorată? 

Comparaţi punctul desenat de voi cu cel colorat de pe tablă și spuneți 
care e mai mare. Întrebările au continuat considerînd puncte din cartea 
de geografie şi cea de geometrie etc. 

Îţi închipui că au urmat o serie de răspunsuri, însă nici unul nu a fost 
acceptat. 

Profesorul nostru s-a amuzat de fiecare răspuns, iar spre sfîrșitul orei 
ne-a pus să scriem în caiete: 

„Punctul nu are nici masă, nici substanţialitate și nici dimensiuni, 
Deci toate punctele sînt la fel“. Ne-am conformat cu toţii, însă se vedea 
bine că nici unul nu credeam cele scrise în caiete, deoarece noi vedeam bine 
punctele și mai ales mărimea lor. Această nebuloasă a plutit mult timp 
în mintea noastră cu toate că momentan am acceptat-o. Așa cum spu- 
neai: anumite puncte semnifică ceva, și de aceea ele apar mai mari sau 
mai mici, sau colorate etc. Exemplificăm punctele de pe hartă ce repre- 
zintă localităţi mai mari sau mai mici, cele din cărţile de povești și cele 
din cărțile de matematici etc. De aceea trebuie precizat că punctul fără 
dimensiuni, fără masă, fără substanțialitate este punctul geometric, sau 
cum ne place să-i mai spunem, punctul euclidian. 
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Dacă nu facem această precizare, accepțiunile de mai sus se inter- 
ferează în mintea noastră, predominînd la întîmplare, cînd una, cînd 
alta. Așa poate să apară cîte o cărămidă aşezată rău la edificiul geome- 
triei și îi știrbește din frumuseţe, dar mai ales devine pe neobservate de 
neînțeles. 


= Precizarea se impune neapărat făcută. De fapt, punctul care 
prezintă interes este punctul privit ca un concept figural, care nu este 
altul decît punctul geometric, avînd caracteristicile amintite si desigur 
fără pierderea componentei intuitiv-spațiale, I ESA 

Reținînd ideea că punctul geometric este o entitate fără dimensiuni 
precizăm că el este rezultatul intersecţiei a două drepte. 1 Ltd 
e ordine Profesore, şi mal ales clar, aşa că putem considera 

 discupă privind noțiunea de punct în general și pe cea de punct 
geometric în special, însă nu ţi se pare șocant cînd spui: punctul este 
rezultatul intersecţiei a două drepte? “Ce sînt dreptele? Noţiunea 
de dreaptă ne este necunoscută. Cum folosim o noțiune despre. care nu 
știm nimic, pentru a defini o noțiune pe care abia ne-o contură m? 

Ea Eram Sigur, amice, că nu voi scăpa de această întrebare Îmi 
place că nu lași să scape nimic fără să fie riguros definit, sau, dacă s 
poate, chiar demonstrat. Întrebi cum ` folosim o noțiune geometrică i 
aici noțiunea de dreaptă — despre care nu stim nimic? Multe lucruri 
a invățat omul fără să știe că o parte din cele învățate vor sta cîndva 
la temelia acestei științe pe care ulterior a numit-o matematică L-a 
impresionat forma dreaptă a copacilor, chiar a acelora căzuţi la Jä- 
mint care rămîneau tot drepți și pe care i-a folosit ca proptea să se ia 
în alți copaci pentru a-și culege hrana, i-a folosit drept punte entrua 
trece un rîu, a legat cruciș cîte doi copaci și i-a folosit pentru Asi con- 
strui adăpost etc. Imaginea trunchiului de copac i-a sugerat să-si ră 
struiască un model al liniei drepte, întinzînd un fir de capetele i ar 

„Denumirea de „linie“ s-a dat mult mai tîrziu, cuvîntul fiind de Gale 
gine latină pe care romanii nu se știe de unde l-au adoptat; im Stai 
este că el și-a păstrat semnificația, De la aceste modele de linie Aa tă 
omul a ajuns la senzaționala descoperire, anume că: „linia dreaptă psi 
drumul cel mai scurt dintre două puncte“, descoperire i i ie geo- 
metrie, Acum mai poţi spune că am folosit noțiuni despre care nu știm 
nimic? i : 

— Mărturisesc cu convingere că pledoaria făcută dă contur noțiunii 
de linie dreaptă, ca fiind „drumul cel mai scurt dintre două puncte“ 
dar nu mă satisface total. De ce? Pentru că știi la fel ca și mine că dru- 
mul cel mai scurt dintre două puncte“ este un segment de dreaptă nu 
o dreaptă. Adică ar însemn că reprezentarea intuitivă a unei drepte să 
lie pusă în evidență de o porțiune limitată a ei. În afară de aceasta se 
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iveşte și contradicția flagrantă între proprietatea dreptei de a fi neli- 
mitată, infinită, și prezenţa celor două puncte între care dreapta tre- 
buie să fie drumul cel mai scurt. 

E xistă uneori pericolul de a se confunda proprietatea dreptei de 
a fi infinită cu Proprietatea de a avea o infinitate de puncte, însă știm 
bine că orice segment de dreaptă are tot o infinitate de puncte, indife- 
rent că ar e lungimea de un metru sau de 100 metri, dar ele nu pot fi 
drepte AES că au această proprietate, ci vor rămîne mai departe 
segmente de dreaptă. 

— Ai dreptate, dragul meu. Mulți elevi și nu numai ei confundă 
„definiția“ dreptei cu definiția segmentului de dreaptă. De fapt, geo- 
metria operează de regulă cu segmente de dreaptă și destul de rar cu 
drepte, însă cu toate acestea sîntem tentaţi — în mod greșit desigur — 
ca în loc de segment de dreaptă să spunem dreaptă. Totuși e bine să 
fixăm corect noțiunea de dreaptă și s-o delimităm de noţiunea de seg- 
ment de dreaptă. 

Pentru aceasta consider că trebuie plecat de la imaginea intuitivă 
a dreptei. Aceasta poate fi foarte sugestiv dată de imaginea unei raze 
de soare ce se strecoară pînă la noi prin spărtura unui nor, rază la al 
cărei capăt nu se va ajunge niciodată şi deci nu-i putem limita lungimea, 
de unde și concluzia că dreapta este infinită; de asemenea, dreapta este 
dată de intersecția a două plane etc., urmînd ca acestor imagini să li 
‘se pună în evidență o serie de proprietăți geometrice caracteristice 
dreptei. 

Îm general, există mari dificultăți în definirea noțiunilor de punct, 
dreap tă și plan, utilizate în procesul didactic. Ele sînt considerate ca 
noțiuni geometrice fundamentale, elaborate pe baza unei îndelungate 
practici sociale. De aceea, le putem folosi fără teamă în raționamentele 
geometrice, chiar dacă nu se pot defini riguros, deoarece ele — inițial 
imagini nemijlocite ale unor forme materiale investigabile experimen- 
tal — s-au purificat, s-au conceptualizat și au devenit elemente compo- 
nente ale unor operații mentale 1 gice. 

Nu cred că cineva ar încerca să nege rolul practicii sociale în dez- 
volta rea științelor, chiar dacă procesul de asimilare trebuie să realizeze 
pe baze ferti riguroase și cu concepte riguros definite, sau, dacă nu defi- 
nite, atunci exemplificate cu multă rigoare. Geometria pretinde oricui 
să opereze cu entităţi abstracte, să le cerceteze proprietăţile sau să aplice 
proprietăți cunoscute la combinații noi. Dacă aceste entități nu sînt 
riguros cunoscute, atunci între progresul dobindit prin intermediul cu- 
noașterii și exigenţele acestui domeniu de cunoaștere apare un conflict 
destul de greu de depășit. Se poate constata acest fenomen dacă studiem 
formarea noțiunilor în discuție — adică a noțiunilor de punct, dreaptă, 
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plan — la copii de clasa a VI-a, noțiuni cu care se începe studiul geo- 
metriei. Pentru aceasta îți propun să dai copiilor un test. Dacă nu vrei 
să-ți încarci memoria, e mai comod să-l notezi. 

— Ştii ce? Îţi propun să amînăm discuţia noastră pentru 2—3 săp- 
tămâni, timp în care eu îmi închei obligaţiile ce se impun la sfîrșit de an 
școlar și îmi predau lucrarea pentru o sesiune de comunicări, iar tu îţi 
sustii examenul de admitere la mult visata facultate, Automatica bucu- 
reșteană, examen pe care abia îl aștepți că doar te-ai exprimat că „n-ai 
taine“ . Îşi rămîne desigur, timp liber cît să-mi notezi și testul cu care 
vrei să-mi încurci școlarii. Mi-l înmînezi ceremonios cînd ne întilnim şi 
începînd chiar cu el, ne vom continua pașii prin „labirint“. Accepţi 
propunerea ? 

— Sînt de acord cu propunerea, e chiar bine 
venită. Dar te avertizez că eu, nu voi mai fi 

ÎN AFARĂ ȘI eu, cel de acuma. 

APOI DIN NOU — Nici nu mi-ar suride ideea. Se înțelege că 
PRIN LABIRINT voi avea de înfruntat un viitor specialist în 
microprocesoare, Succes, şi să ne vedem 

așa cum ni-s dorințele. 

Profesorul ne relatează că dorinţele s-au împlinit. El a găsit și 
timp să-și însoțească amicul la fiecare examen. Concurenţă mare, 
subiecte dificile, selecționate parcă pentru „lumea bună a matematicii“ 
ce se îndreaptă sigură spre a deveni speranţe ale științei și tehnicii de 
vîrf ale mileniului trei. Profesorul s-a purtat ca un psiholog desăvîrşit, 
menținînd astfel la parametri optimali capacitatea intelectuală a bunului 
său amic, care, așa cum afirmase, „nu a avut taine“. A fost admis cu 
medie maximă (adică 10) din care lipseau doar cîteva zecimi, Profesorul 
își continuă truda la lucrarea lăsată neîncheiată, iar proaspătul student 
acompaniat de un bun prieten — student t.c.m.-ist, abia scăpat de ulti- 
mul examen al anului II — escaladează vîrful „Omul“ (2504 m), unde 
petrec o noapte feerică sub bolta unui cer înstelat din care cad stele — 
ca din Ciurul lui Eratostene! — ale căror traiectorii aprind universul. 
Stadenţii noștri călătoresc printre planete și s-au aprins în discuție mai 
tare decît ele. Pînă la reîntilnirea fixată, Profesorul nu are liniște pînă 
ce nu rezolvă subiectele date la admitere la proba de geometrie, pe care 
cu amabilitate le expune: 

. Fie ABC un triunghi înscris într-un cerc. Perpendiculara în B 
pe AB taie cercul în P, iar pe AC în M. Dreapta CP taie pe AB în N. 


a) Să se arate că AP L MN. b) Să se găsească locul geometric 
al lui M cînd baza BC este fixă și punctul A descrie cercul. 


CÎȚIVA PAȘI 


1 Eratostene (275—195 î.e.n.), ilustru astronom, geograf și matematician. 
A determinat înclinarea eclipticii. L-a preocupat măsurarea meridianului pă- 
mîntesc. A descoperit o metodă pentru determinarea numerelor prime (Ciurul 
lui Eratoste ne) şi alte descoperiri în astronomie şi geometrie. 
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3 — Prin labirintul geomtric 


Soluție. a) Din PB 1 AB, rezultă că AP este diametru cercului și 
în acest caz și PC | AC. Din MB | AN și NC L AM rezultă că BM 
și NC sînt înălțimi în trunghiul AMN, deci punctul P de intersecție 
al celor două înălțimi este ortocentrul triunghiului AMN, dar A P; 
lungită pînă în Q, este a treia înălțime a triunghiului AMN şi deci 
AP MN (fig. 3). 


Pi 
că m (BMC) = 


ez 
a 
— 


A 
in triunghiul ABM (B = 90°) rezul 
ES l: AN 4 - 4 3 
—m(BAC). Dar m(BAC) = constantă ȘI deci 


i I 


pată pe itie aCA netul t lonlacpoay’ 
această condiție dacă punctul A se deplasează 
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În tetraedrul ABCD de muchie 1 avem: 


1/3 2 1/5 7 
BB = —y— Í t C n Í ; A Sei 
o J. A'B 3 BBo mă AA’ =] 5 
2 7 31/73 
Aria [Bcn] = EV și para, 


Înlocuind } cu 27, obținem: 


__ 2/2 
că Sata 


= (2 + 472 + 2lr), iar relația dintre cele trei volume devine 
BV3_ Vē, r3 
PERA 8 
V2(P — 8r) = 4r VB( + 472 + 217) adică 
V2( — 2r)( + 2lr + 47?) = 4r V3(2 + 2ir + 47?) 
deducem că: 


V 20 — 2r) = 47/38 adică 1 —2r = 2r y5 şi r= 


(P + 47? + 2lr) sau 


] 
2(1+ 1⁄6) 
4. Să se arate că în orice triunghi avînd lungimile laturilor a, b, c, 
avem R(b + c) > abc, unde R este raza cercului circumscris 
n ce caz are loc egalitatea? 
Soluție. Inegalitatea din enunț rezultă din inegalităţile: 


jere 
2 


> be şi 


2) 2R > a pe care le înmulțim membru cu membru. Prima din 
cele două inegalităţi decurge din inegalitatea (b — c)? > 0 cu egalitate 
dacă b = c, Cea de-a doua inegalitate arată că lungimea unei laturi a 
unui triunghi nu poate fi decît cel mult egală cu lungimea diametrului 
cercului circumscris acestuia. Această egalitate are loc dacă triunghiul 
e dreptunghic. Avem egalitate în condiţia: 


b= c şi a = 2R, adică triunghiul este dreptunghic isoscel (A = 90%). 
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— Dar ce-i cu voi, băieți? Nu mă aşteptam să vă întoarceți așa de 
repede. Nici nu-mi vine a crede că ați cutreierat Bucegii și aţi ajuns pînă 
la vîrful „Omul“. 

— De ce să nu crezi, Profesore. Doar nu vei fi vrînd să-ți fac și 
pentru acest adevăr o demonstraţie pur matematică. 

— Hai, las-o baltă, c-am zis și eu așa o vorbă. Nu vezi că m-aţi 
găsit cu lucrarea încă neterminată? Sint însă mulțumit că am rezolvat 
subiectul de geometrie ce l-ai avut la admitere și am obținut rezultate 
asemănătoare cu ale tale. Verifică, lucrarea este pe birou. 

:— Pentru asta meriţi felicitări, iar cît privește faptul că nu ţi-ai 
terminat lucrarea, ăsta nu-i bai. Am să te ajut eu, și-ți promit că-i fac 
şi corectura căci timp mai este pînă ce trebuie să o depui și după cum 
vezi amîndoi sîntem liberi. 

— Ce bine c-ai venit. Vezi, acum tu ai picat ca o „mană cerească“; 
spune-mi cum a fost în Bucegi? Ce fac Babele, Caraimanul, Piatra 
Arsă, ce fac cărările pe care le-am călcat de atîtea ori, dar mai ales 
ce face „Omul“, stăpînul Bucegilor; hai, zii, că sînt nerăbdător să aflu 
cît mai multe. 

— La aceste întrebări nu-ți pot răspunde, Profesore. La aceste 
întrebări numai munții îți pot răspunde. Ei dau răspunsuri pentru fie- 
care turist care ştie să-i asculte, dar pentru fiecare, răspunsul este altul. 
Important este să știe să-i privească și să-i asculte; iar toate astea nu 
cred că se învaţă. Se găsesc undeva în interiorul acestei miraculoase 
fiinţe umane. Are fiecare sanctuarul ei cu nestemate de mare preț. 
În acel laborator, fiecare trebuie să descoperim și să scoatem la lumină 
cele mai prețioase nestemate spre a face să strălucească ființa umană în 
toată splendoarea ce i-a hărăzit-o natura. Deci, cînd eşti liber, sus la 
munte, Profesore! Masivul Postăvarul e aproape. Nici cînd nu vei fi 
singur căci încă de jos, de acolo din dreapta stîncii Pietrelor lui Solo- 
mon „IZVORUL MEU SIMPATIC“ îţi urează, îţi va ura mereu, drum 
drum bun și bună să-ți fie inima precum melcomele poteci și semețele 
vîrfuri care te așteaptă... „Omul“? Nu ne-a lăsat să plecăm cu mîna goală. 
Cerul unei nopți feerice ne-a oferit spectacolul lui. Am redescoperit, îm- 
preună cu prietenul meu, majoritatea constelaţiilor și planetelor pe care 
mi le-ai arătat în iarna trecută sus în Cristianul Mare, cînd am rămas 
singuri pe pîrtie și am schiat pînă noaptea tîrziu în compania celor trei 
cîini ciobănești ai stînei, și a unui cer senin, despre care ai spus că este 
cea mai bună carte de astronomie. Dar asta nu-i totul. Am privit stele 
așa-zise căzătoare. În nici-o noapte n-am văzut mai multe. Picau precum 
numerele neprime din „Ciurul lui Eratostene“. Prietenul meu a avut ideea 
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d) Cum este suprafața unui lac liniștit? Dar suprafața catedrei, dar 
suprafața tavanului? Încercați să definiți aceste suprafețe, iar dacă nu 
reușiți să le definiți găsiți-le cît mai multe proprietăți caracteristice. 

e) Planul are margini? 

f) Gîte drepte puteţi duce într-un plan? 

g) Intersectaţi două plane oarecare și spuneți ce este intersecția lor? 

h) Daţi definiția dreptei, folosindu-vă de observația ce v-o sugerează 
punctul g. 

i) Cite puncte puteți construi pe o dreaptă? 

j) Cât de lată este o dreaptă? 


k) Cât de lungă este o dreaptă? 


II. RĂSPUNSURI 


1. a) Punctele nu au dimensiune. 

b) Punctele nu au greutate. 

c) Am obținut un punct. 

d) Punctul, indiferent unde este folosit are o semnificație precisă; 
indiferent cu ce instrument este construit (creion, cerneală, carioca, 
cretă etc.) punctul euclidian nu are dimensiune, nici greutate; nu există 
nici un criteriu de clasificare a punctelor în puncte foarte importante 
sau mai puţin importante indiferent de semnificaţia lor. 

e) Intersecţia a două drepte determină punctul. 
2. a) O infinitate de puncte. 

b) S-a format un șir de puncte (vezi fig. 7). 

c) Segment de dreaptă sau distanța dintre cele două puncte (vezi 
fig. 8). 

d) Drumul se poate prelungi la infinit în ambele sensuri. El nu 
are capete. 

e) Imaginea obținută la punctul d este o linie dreaptă. Aceeași 
imagine ne-o sugerează și o rază de soare ce pătrunde spre noi prin crăpă- 
tura unui nor. 

f) Între punctele A și B putem construi o infinitate de puncte, 
iar între punctele C și D putem construi tot o infinitate de puncte. 


TO e ua 


fig. 7 fig. 8 
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g) Între fiecare pereche de puncte se construiesc cîte o infinitate 
de puncte. Deci ambele segmente conţin cîte o infinitate de puncte, chiar 
dacă măsura lor nu este aceeași. 

h) Unim printr-o dreaptă punctul A cu punctul C şi punctul B 
cu punctul D. Dreptele CA și BD se vor întîlni în punctul O (vezi fig. 
9). Rotim în jurul punctului O dreapta AC. Ea va parcurge deodată 


0 


€ D fig. 9 


segmentele AB și CD întîlnind în mod simultan cîte un punct de pe seg- 
mentul AB și cîte un punct de pe segmentul CD. Deci cîte puncte con- 
ține segmentul AB tot atitea va conţine și segmentul CD, adică e infi- 
nitate de puncte. 

8. a) O infinitate de puncte. 

b) Cu o suprafață întinsă, netedă, plană. 

c) Ondulată, ia forma dealului. 

d) Sînt suprafețe întinse, netede, plane. 

Se numeşte suprafață plană partea comună ce posedă o aceeași pro- 
prietate a două regiuni vecine ale spațiului înconjurător. Exemplele de la 
punctul d ne dau o idee aproximativă despre o suprafață plană. 

e) Planul este o suprafață ale cărei dimensiuni sînt infinite. Pre- 
cum dreapta nu are capete, nici planul nu are margini. Noi putem re- 
prezenta pe tablă sau pe caiet numai porțiuni de plan (vezi fig. 16). 

f) O infinitate de drepte. 

g) Intersecţia a două plane este o dreaptă (vezi fig. 11). 


fig. 10 fig. 11 
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h) Linia dreaptă este intersecția a două plane. 


i) O infinitate de puncte. 

j) Dreapta nu are lățime. 

k) Lungimea dreptei este infinită. Ea nu are capete 

Sper să nu te superi, Profesore, că am at și răspunsurile la întrebări. 
Unele răspunsuri nu pot fi concepute și exprimate mai riguros deoarece 
elementele la care se referă sînt elemente ce le numim primare. Consider 
că este foarte interesant să urmărești evoluţia elevilor care au dat răs- 
punsuri foarte bune, cît mai riguros formulate, și a celor ce au dat răs- 
punsuri aproximative sau parțial corecte. Vei sesiza decalaje privind 
însușirea obiectului geometrie încă din startul procesului de învăţare, 
decalaje pentru care am auzit că posedați multiple metode spre a le în- 
lătura. Şi acum mărturisește, Profesore, consideri că este demn de ana- 
lizat și de luat în seamă acest proces al conceptualizării imaginilor spa- 
țiale — punct, dreaptă, plan începînd de la forma inițială de existență 
a obiectului concret pînă la formarea imaginii intuitive, pur spaţială, 
imagine controlată conceptual și inserabilă deplin într-un raționament 
logico-propoziţional? 

Dorești să-ți dau un răspuns la această întrebare? Iată-l: Ar fi 
cea mai grea pedeapsă dacă m-ai pune să caut a găsi măcar o persoană 
din breasla noastră care te-ar contrazice. Vorbești ca unul care ai pinul 
S-ar părea că ai fost unul din subiecții irilor despre care mi-ai vi 
bit și despre care vom mai vorbi, însă, spirit iscoditor cum ești, sînt sigur 
că te-ai lăsat singur supus propriilor întrebări care te-au frămîntat Și 
cărora le-ai găsit cele mai riguroasc răsi ri. Ce să-ți mai spun eu decît 
că, fără să ne dăm seama, păcătuim făcînd uneori — dacă mă pot ex- 
prima așa — 0 geometrie numai pe foaia de hirtie și pe tradiționala tablă 
care devine foarte neagră pentru cei care noi nu ne facem înțeleși. Baza 
intuitivă constituită uneori din cîteva exemplificări cu referiri obiectele 
din clasă (fața tablei, a mesei, forma sobei, muchia anpi care se îmbină 
doi pereți etc.) este șubi redă ȘI neconvingătoare pentru începători. Se 


trece apoi cu ușurință la desen spre a rămîne aproape exclusiv la as esta, 
Axarea însușirii geometriei aproape în exclusivitate pe desen face ca cei 
interesaţi să ajungă foarte greu să stăpînească şi să opereze cu conceptele 


ei fundamentale. 


Recunoaște, Profesore, că cu cît înaintăm în studiul fundamen- 
telor geometriei călătoria noastră prin labirintul geometriei euclidiene 
este tot mai captivantă. 

— Este amice, cum să nu „fie“. Este ṣi grea această călătorie, de ce 
n-am recunoaște, numai că pentru asta s-ar părea că, momentan, sîn- 
tem bine echipați, mai departe vom vedea. Geometria lui Euclid nu este 
chiar așa simplă cum pare la prima vedere. Ea rezumă activitatea mate- 
matică a zeci de învăţaţi ai timpului său, iar opera ce a creat-o este rodul 
muncii lui de o viaţă. Probabil că din cauză că a fost scrisă pentru anu- 
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= iți oameni ai acelor vremuri care aveau spiritul ascuţit, Geom e a lui 
Euclid prezintă multe greu ia a cei care încep studi ul ei. Cred că 
ţi-ai Gat seama că fiecare virst th are nevoile ei specifice de cugetare, 
În general am văzut că ceea ce pai evident unui începător, nu satisface 
spiritul unui om deprins cu etc ea matematică, cu capeanele labirin- 
tului ei din care numai ingeniozitatea lui îl scoate la lumină, nicicum le- 
gendarul fir al Ariadnei. Bp . y 
Dacă în vederea însușirii noțiunilor steag se păsesc metode 
viabile şi ingenioase de sesizare a unor subtilități de demonstraţie, Geo- 
metria lui Euclid de vine o operă accesibilă, căreia orice cititor în poate 
ascunse, taine. 
lescoperirea și pipe nu anumitor subtilități în de- 
dar nu suficientă pentru descoperirea tainelor 
sat faptul că fără ina efort perse nal și susținut, 
ri tainele nici unei științe. În acest sens, amintesc 


— D esigu i 
monstrații 
geometri 
cititorul nu va descoperi 


mai jos c îteva maxime care, dacă sînt aplicate, pot s stabili o corespondență 
ascendentă între efortul depus şi între gradul de asimilare al fiecăruia 
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dintre ı f K 
a) Audiind expunerea verbală a rezolvării unei probleme, vei înțe- 


oi reține pentru un timp modul de 


| 
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c) Efectuînd personal rezolvarea, voi În văța să ae probleme de 
/ = A X 
acelasi tip sau asemănătoare cu cea rezolvată și, în final, voi reuși să re- 

ï t ` 
zoly noi tipuri de probleme. 

Învăţarei presupune efort pentru a înţelege, reține și descoperi 
adevărul pe bază de raționamente logice inductive și deductive, şi un 
mare efort pentru e i adevărurilor descoperite. 

re pă S : SR) Pe 
Reforiti E de 


descoperirea ų adevărului, Descartes? sustinea că tre- 
buie să ne bazăm pe anumite adevăr uri preciza te anterior. 


y 


" R Tia:e 
ta ela fixat patru reguli pe care, cu voia ta, le reproduc: 
Să nu accepti niciodată un lucru adevărat, dacă nu l-ai cunoscut 
od evident, adică să nu existe nici un prilej ca să te îndoieşti de cl. 

varti ătile i i multe părți, atfiea cîte sînt necesare ca 
i gîndurile în ordine, începînd de 


SC i ta 
Sá- CONGU, 


1 Descartes, René (1596—1650), matematician și filozof franeez. Cercetările 
lui au dat un puternic avint ştiinţelor matematice. “A introdus axele de coordo- 
nate (carteziene). Este unul dintre creatorii geometriei analitice, avînd drept 
lucrare de referință Application de l'Algébre à la théorie des courbes. A folosit 
toda coeficienţilor ned leterminaţi pentru rezolvarea ecuațiilor de gradul 
patru, aplicînd un proces F 


eu diferit de cel folosit de Viète sau Ferrari. j 

Datorăm tui Descartes renumita teoremă cu privire la limita numărului de 
rădăcini pozitive și negative ale vnei ecuații de grad oarecare, teorema ce-i 
poartă numele, SA și o serie de alte cercetări remarc abile din domeniul matema- 
ticilor și lucrări de filezofie a științei 
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la cele simple către cele complexe. Să faci enumerări cît mai complete 
și recapitulări generale ca să nu uiţi nimic“. 

— Sînt sigur, Profesore, că nu vei rămîne surprins dacă la cele patru 
reguli emise de Descartes adaug pe a cincea emisă de Eminescu, deloc 
matematician, dar cu certitudine, „omul deplin al culturii române“: — 
„Nici un om nu se întărește citind un tratat de gimnastică, ci făcînd exer- 
ciții; nici un om nu învață a judeca citind judecăţile scrise gata de alții, 
ci judecînd singur și dindu-și singur seama de natura lucrurilor“. 

— Cred că îmbinînd cele trei idei despre care am afirmat că stabilesc 
corespondenţa între efort și asimilare, cu cele patru reguli emise de Des- 
cartes, neuitîndu-l nici pe Eminescu, putem spune că sîntem pregătiţi 
să dezbatem în continuare cîteva probleme aplicative, care să contureze 
şi să fixeze cu certitudine adevărurile referitoare la elementele fundamen- 
tale cu care operează Geometria lui Euclid, noțiuni pe care le întîlnim 
în manualele noastre de geometrie. Totodată, cred că ar fi foarte necesar 
să încercăm să găsim unele metode care să ne ajute să depășim greutățile 
cu care ne confruntăm în asimilarea cunoștințelor de geometrie prevăzute 
de programa pentru ciclul gimnazial şi liceal. 

— Se aprobă, desigur, că doar nu întîmplător amîndoi am fost de 
acord cu dictonul: „rezolv, învăţ“, deci, să rezolvăm. Ce anume? Probleme; 
începînd cu cele simple către cele mai complexe, așa cum ne învață 
René Descartes. De acord. Să rezolvăm probleme. Ușor de aprobat, dar 
cum rezolvăm e problemă? Cu ce începem rezolvarea? Prin ce etape 
trecem problema în procesul de rezolvare? Cred că trebuie concepută o 
schemă, poate chiar un ghid general valabil, care să vină în sprijinul celor 
interesaţi. 

— Propunerea îmi pare interesantă. Să prezentăm o schemă — sau 
ceva asemănător — care să ne sprijine în rezolvarea problemelor. 
Dar problemele sînt atît de diverse încît cu toată strădania noastră, nu 
crezi că ar refuza să intre în șablonul schemei? 

— Nu cred, Profesore, fiindcă una este șablonul — care nu are nimic 
comun cu dezvoltarea gîndirii matematice în special, și nici cu dezvol- 
tarea gîndirii în general — şi altceva este schema la care mă gîndesc. 
Ea nu trebuie să aibă altă structură decît aceea de a învăţa pe cei inte- 
resați să stea de vorbă cu orice problemă, şi nu cred că exagerez dacă afirm 
că problema de rezolvat poate fi chiar și de altă natură decît matematică. 
Am constatat că dacă știm să stăm de vorbă cu problema, ea ne spune cum 
să o rezolvăm. 

— Mărturisesc cu sinceritate că sînt plăcut surprins de ideea ce o 
lansezi: „dacă știm să stăm de vorbă cu problema, ea ne spune cum să o 
rezolvăm“, este cu adevărat o idee inedită și demnă de reținut. 

— Susţin că este exact așa; dacă vrei îți argumentez. Ştii bine că 
atit timp cît nu sînt fixate structurile proceselor logice ale strategiei 
mintale ce angajează gîndirea în procesul rezolvării unei probleme, nu 
se vor găsi nici cele mai adecvate soluții și metode de rezolvare. Dacă 
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urmărim structura strategiei mintale implicată de procesul de gîndire 
în rezolvarea unei probleme, se constată următoarele etape logice care 
conduc la găsirea soluţiei: ; | 
a) selectarea multimii cuplajelor, respectiv, a perechilor de date și 
relații pe care le impune rațiunea rezolvării problemei. Ă y 
b) perceperea rezultantei ce o implică fiecare cuplaj — fiecare din 
perechile stabilite. f P EW 
c) deducerea operației — a legii de compoziție — care se aplică fie- 
cărui cuplaj în scopul evaluării rezultantei, respectiv, elaborarea legii 
de compoziţie care stabilește corespondența de la cuplu la rezultanta 
lui, pentru fiecare din perechile stabilite. 4 A 
d) ordonarea cuplajelor într-o succesiune convergentă spre răspunsul 
la întrebarea problemei. ' ; 

Acest ansamblu de strategii logice la care este angajat orice subiect 
în rezolvarea unei probleme solicită gîndirea, angajează imaginația crea- 
toare, care este solicitată să reflecteze succesiv — în prima etapă asu- 
pra tuturor datelor din enunț, ca apoi revenind asupra uneia din ele să-i 
caute mulțimea restului de date, să-i caute perechea, stabilind în acest 
fel datele primului cuplu, din sistemul de rezolvare. = 

Cert este că în prima etapă de angajare a subiectului în procesul de 
rezolvare a unei probleme, înțelegerea corectă a conținutului problemei 
și experiența ajută să se stabilească datele cuplului. Pe măsură ce se 
acumulează experienţă în stabilirea cuplajelor şi descoperirea rezultan- 
telor lor, rezolvitorul trece pe un alt plan de gîndire, angajindu-se în 
etapa următoare, prin care încearcă să determine și să elaboreze opera- 
ţiile rezolvitoare și, în final, legile ce urmează să fie aplicate fiecărui 
cuplu pentru obținerea rezultantei. Aici, analiza și sinteza sînt de nein- 
locuit. Prin sinteză, sensul operaţiei de gîndire este orientat de la cuplu 
spre rezultantă, iar prin analiză, de la rezultantă spre cuplul care o de- 
termină. Dacă rezolvitorul nu aplică sistematic și într-un echilibru logic 
cele două forme de examinare a problemei, nu se realizează nici dezvol- 
tarea flexibilității gîndirii, nici deprinderea unui sistem organizat de 
rezolvare. 

Alternarea celor două forme de examinare a problemei implică în 
același timp pendularea în gîndire a celor două sensuri: de la cuplu la 
rezultantă și de la rezultantă la cuplu, și astfel scopul pentru care rezol- 
văm probleme va fi mai bine slujit, iar fiecare problemă oricît de modestă 
se va transforma într-o încifrată taină; aceea a profundei gîndiri mate- 
matice. 

— Ce să-ți spun dragul meu, decît că n-a mai rămas nimic de spus 
sau, mai bine zis, de adăugat. Un puternic impuls mă îndeamnă să fac 
ceva să mă reabilitez într-un fel, poate, încercînd să prezint rezolvarea 
unei probleme după modelul expus de tine, model ce-mi pare extrem de 
organizat, şi care, în mod sigur ne introduce în intimitatea problemei și 
cu adevărat ne îndeamnă — așa cum te exprimi — să stăm de vorbă cu 
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problema. Sint sigur că nu 
matematician și poet Dan Balian | ea. “Batbu) avea talentul de a 
sta de vorbă cu proble mele i numai astfel îmi explic reușita lui i 
în orice problemă acel gră arii gîndiri matematice. În acest sens 


îti recomand o apariție de ultimă oră: Pagini inedite de Dan 


Barbilian — Ion Barbu editura Al satros, 1981, carte care, în 
creează senzația că evoluţia și aventura marilor spii rite sînt pline de măre- 
ție și învățăminte; dar să închei ace: astă dizertatie — căci „vorba multă 
sărăcia spiritului” — ȘI prezint prob care m-am gîndit, di 
care, să încercăm așa cum te-ai exprime tăm de vorbă 
> EN Frai + 
„+ Fie A, B, C, trei punc ul 
o dreaptă d prin punctu iC 
listanță egală de ele. 
Rezolvare 
a) Care sînt datele problemei? Punctele Æ, B,C necoliniare 
b) Care este necunoscuta? Dreapta d 
c) Ce condiție i se pune dreptei d: a d trebuie e să teracă prin 
punctul A şi printre punctele B și C |I ță egală de aceste două 
puncte. 
Încercăm să reprezentăm dese- 
nind o figu ură care să răspundă 
Figura are drept sursă de ins 1 punct 
la o dreaptă si observăm că sin > Se 
b 
9 R 
TA 
NR mre Ere 
-C P 
fig. 12 fig. 13 
formează. Problema încă nu este rezolvată, iar figura nu spune mare 


lucru, dar ceva totuși spune. Deci un pas cit de mic . Obser- 
văm Că dreapta ce trece prin A 1 u este suficier 
mei, adică de punctele A, B și C. Trebuie adăuj 

d) Ce s-ar mai putea deduce din datele problemei? 
folosit suficient punctele B si C. În general, ce pute 


Se pare că nu am 


2 
i face cu două puncte: 


p 
Le putem uni și astfel obtinem Heura 13, 
1 Barbilian, Dan (1895 — 1961), renumit matematician și poet 


doctor în matematici cu preocupări remarcabile ca: studii asupra metriz 
unor mulțimi (spații Barbilian), teoria grupurilor și a structurilor alge! 
teoria aritmetică a idealelor et , Opera sa cuprinde pes ste 100 de lucrări public: 
Este ennosent şi sub tan dani cui Ion Barbu (ca poet). 
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Dacă suprapunem figura 12 cu figura 13 — facem mențiunea din ipo- 
teză că poziţiile celor trei puncte sînt date — obținem figura 14 și ideea 
soluției începe să apară deoarece am obținut un nou punct D = dn BC, 
punct care este de o importanță fundamentală. Pentru ca distanța BB’ 
să fie egală cu distanța CC” va trebui ca triunghiriule BB'D şi CC'D să fie 
congruente. Condiţia este îndeplinită cînd dreapta d trece prin mijlocul 
segmentului BC. 

Problema fiind rezolvată cu mijloacele noastre proprii, putem spune 
că am făcut o descoperire. După ce am rezolvat o problemă, deci am făcut 


fig. 14 


o descoperire — chiar și una mai modestă — nu trebuie să omitem să 
cercetăm dacă nu cumva se mai ascunde și altceva îndărătul ei. Trebuie 
să ne punem cel puţin întrebarea: 

Putem folosi metoda sau rezultatul la o altă problemă? Nu trebuie 


pierdută șansa de a exploata succesul obținut, fie el cît de mic. 
— Sigur că da. Nu trebuie pierdută șansa. „Să nu pierdem clipa“ 


Clipa în care ţi-a apărut ideea ce-ţi oferă o șansă ce poate fi unică. Nu tre- 
buie pierdută șansa, sau posi bilitățile ce ni le deschide noul rezultat al 
unei probleme. Putem crea ușor probleme noi, dacă sîntem familiarizați 
cu metodele principale ce ne pot permite să modificám o problemă 
adică: analogia, generalizarea, particularizarea, descompunerea Și re- 
compunerea etc. Nu este ușor să compunem o problemă nouă care să fie 
și accesibilă și interesantă, să fie într-un cuvînt o problemă bini, 

Ai dreptate. Undeva am citit că problemele bune și ciupercile de o 
anumită specie — comestibile desigur — au o trăsătură comună: cresc 
în grupuri. Dacă am găsit una, trebuie să căutăm atenţi în jur că avem 
șanse foarte mari să mai găsim și altele. 

— Interesantă această maximă cu probleme și ciuperci. Sînt sigur 
că ai citit așa ceva, și sînt tot așa de sigur că ai și găsit; desigur în pri- 
mul rînd probleme și apoi dece nu şi ciuperci. 
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— Poate că n-am fost prea explicit. M-am referit la elementul crea- 
tor al mecanismului matematic care poate fi la dispoziţia imaginației 
noastre. De exemplu, plecînd de la teorema lui Pitagora se pot scoate 
o serie de variante noi ale acestei teoreme, adică: 


a? = b? + œ (notaţiile sînt cele cunoscute). 


Imaginîndu-ne pătrate construite pe laturile triunghiului dreptunghic, 
teorema se interpretează geometric astfel: suprafața pătratului construit 
pe ipotenuză este egală cu suma suprafețelor pătratelor construite pe 
catete (notaţiile sînt cele cunoscute). Teorema enunțată în acest fel nu 
este prezentată în toată generalitatea ei, deoarece orice figuri plane ase- 
menea, construite pe laturile unui triunghi dreptunghic, se comportă în 
același mod. 

De exemplu: ; , | 

1) Suprafața triunghiului echilateral construit pe ipotenuză este 
egală cu suma suprafeţelor triunghiurilor echilaterale construite pe ca- 
tete. 

2) Suprafaţa poligonului regulat, avînd n laturi, construit pe ipote- 
nuză este egală cu suma suprafețelor poligoanelor regulate, avînd n la- 
turi, construite pe catete i ) A 

8) La limită putem spune că: suprafața cercului construit pe ipo- 
tenuză, ca diametru, este egală cu suma suprafețelor cercurilor construite 
pe catete, ca diametru. x j . 

Să construim, de exemplu, trei sfere respectiv pe laturile triungbiu- 
lui dreptunghic avîndu-le drept diametru și să calculăm suprafețele aces- 
tor sfere. Vom avea: 


ak : SI 
Sa 4 (2) = na; Sp = nb2ij Se = nO. 
2 


Să evaluăm: 
Sa = Sp + Sei na = mb? H nej ma? = m(b? + 02); 
de unde rezultă că; Sa = Sp + Se. 


Deci: Suprafața sferei construită pe ipotenuză ca diametru este egală 
cu suma suprafețelor sferelor construite pe catete, ca diametru. 

Putem imagina lucruri și mai complicate ca elipsoizi construiți pe 
laturile triunghiului dreptunghic etc. 

— Este interesant și exemplul dat referitor la teorema lui Pitagora. 
Dar nici maxima cu ciupercile şi nici exemplul nu mă satisfac pe deplin. 
Iată de ce: Spui că problemele bune și ciupercile au o trăsătură comună: 
cresc în grup. Dacă am găsit una, trebuie să căutăm că avem șanse foarte 
mari să găsim în jur și altele. Este foarte adevărat. Dacă am găsit o ciu- 
percă, căutînd în jur vom găsi în mod sigur și alte ciuperci; dar atenție 
că ele vor fi de același fel. Ciupercile ne vor fi de folos, dar problemelor 
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de același fel, ce foloase ne aduc? Una ne este suficientă. Important este 
să căutăm și vom găsi probleme de alt gen. S-ar părea că exemplul dat 
referitor la teorema lui Pitagora nu prea a adus noutăţi, ci numai varie- 
tate pe aceeași temă. Bună și ea, dar nu foarte. 

— Îmi place că eşti pretenţios și e drept să fii. Pe parcurs cred că 
vom găsi ca și pînă acuma destule noutăţi. 

De aceea îți propun să mai analizăm cîteva probleme, însă nu înainte 
de a face o privire retrospectivă asupra modalității de rezolvare a unei 
probleme, modalitate care dacă ținem seama de ideea ta inedită „să stăm 
de vorbă cu problema“ ea s-ar prezenta astfel: 

a) Ne străduim să înțelegem problema. Ce spune problema? 

Ce este dat? Ce trebuie aflat? 

b) Căutăm calea de la necunoscută la datele problemei —,„analiză“ —, 
folosindu-ne de relaţiile dintre acestea. Sînt suficiente datele pentru a 
determina necunoscuta? Se poate da problemei o altă formulare? Ce 
propoziții matematice operează cu datele problemei? 

c) Realizăm ideea soluţiei —,sinteză“ —. 

Aplicăm cu corectitudine propozițiile și relaţiile matematice după 
ce am conceput cu claritate fiecare pas. 

__d) Verificăm rezultatul. Este el plauzibil? Mai există altă cale care 
să ducă la același rezultat? Ce alte rezultate se mai pot obține pe aceeași 
cale? Putem deduce ceva util din rezultatul obținut? Acestea fiind spuse, 
iată problemele la care m-am gîndit: 

2. Să se construiască un patrulater cînd se dau cele patru laturi, 
a, b, c, d și unghiul a format de laturile opuse a și c. 

Citeva lămuriri sînt necesare și anume: laturile a, b, c și d se succed 
una după alta, iar unghiul « nu este unghi al patrulaterului. 

Rezolvare. 1) Sînt suficiente datele pentru determinarea necunoscutei? 

Este evident că cele patru laturi articulate formează un patrulater 
deformabil deci nu are formă determinată. Dacă unul din cele patru 
unghiuri ar fi fixat atunci patrulaterul ar fi determinat. 

2) Cum găsim acest unghi? 

Desenăm figura 15 a, dar nu este destul de edificatoare, și ne ajută 
prea puțin. Totuși este un pas. 

Poziţia unghiului « pare nefericit aleasă. Acest unghi face parte din 
datele problemei și deci trebuie folosit. 

Cum îl folosim? Unde îl construim spre a ne fi de folos? Construim 
figura 15 b, în care unghiul æ este format de latura a și de o paralelă la 
latura opusă c dusă printr-o extremitate a laturii a. Figura pare mai pro- 
mițătoare, deoarece datele problemei încep să se îmbine mai bine. Dece? 
Să vedem: 

8) Unghiul « are șansa de a face parte dintr-un triunghi convenabil 
ce-l putem construi, deoarece avem laturile a și c și unghiul cu- 
prins între ele (fig. 15 b). Se va construi triunghiul PNQ de la turi date: 
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PN, b şi d, (cazul L.L.L, vezi fig. 15 c). Triunghiul din fisura 15 c, odată 
construit, de el se le: 


gă construcția paralelogramului de laturi b şi o, 
și cu aceasta patrulaterul obținut, M POR, îndeplinește condițiile date. 

Cel mai dificil pas este desigur trecerea de la figura 15 a la figura 15 b. 
Această trecere reprezintă momentul descoperirii şi exact acest moment 
este cel mai important. Așa cum îți spuneam, descoperirile oricît de mici 
ar fi, rămîn totuși descoperiri. Referitor la variantele obținute la teorema 
lui Pitagora, chiar dacă nu sînt descoperiri mari, ele au importanță mare 
pentru începători și poate chiar pentru cei ce sînt ceva mai avansați. 


PA 7 N N 
a pia b N 
La A e e i Evita ei ef 
4 


= na 
N Z 
RA Fi 
NL oC a 
M EI 
b c 


figi 15 

Variantele obținute sînt așa cum spui „ciuperci de aceeaşi specie, 
dar faptul că le-ai găsit este foarte important, şi în plus, nu toate sînt 
la fel. Unele sînt mai mici, altele mai mari, poate mai frumoase mai or- 
donate, etc. În matematică nu se știe cînd și cum, o idee de interes mai 
mic sau mai mare, poate deveni un monument, sau baza unui edificiu 
măreț. 

— Observ că te-am cam supărat, Profesore, dar fiindcă mi-ai dat 
dreptate, nu regret. Mai observ că ai avut grije să-ți iei, cum s-ar spune, 
părticica leului. Spun părticica, fiindcă amîndoi sîntem convinși că par- 
tea leului, vrei ori nu, ea este la mine. 
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Sigur că din idei oricît de mici este posibil să construim una mare, 
deci nu trebuie neglijate, î trebuie să avem grije să nu ne pierdem 
printre idei de însemnătate minoră. ELA K pi 
Soluția unei probleme poate pune în eviden 
anumite desco 


Or Științe, Așa 


4 


me p ä idei cu rol important 
riri de iapte matematice sau fapte ce stau la baza 


ci ba 


că nu este chiar lipsită de adevăr afirmaţia ce o faci 


scepind prin a de er! soluții mici putem : jescoperim fapte 
ama H - P +A e E ee s Jz k 3 PAES ; Zi 
| mari. J matematicii ne dă multe asen i 
| aaa ZX pe ie a i moto pete i ae $ v . 
| Problema anterioară este cu adevărat mă interesantă, 0 


nr hlammn X ] FAP H 
problemă de descoperire as putea 
4 ï ~ 


să-ţi ascult în continuare exempl 


izat că printre noțiur 
neira Intunmm pur 


nentale cu care operează 


ul. Alegeţi din formul 


urmează, pe ace care exprimă cit n ir noţiunile menti 


—————. 
sh 
-4 
= 
fa 


A la rindez T AE (e 
să la rindea) cit mat lungă. 


4 £ 5 e 
te ioarte marl. 


d) Colțul ascuțit al catedrei. 

e) O sîrmuliță foarte bine întinsă. 
f) O cîmpie întinsă cu denivelări. 
g) Fața unui lac liniștit. 


> la noi prin spăriura unui nor 


Ta | pi S pe Pa Ap na db sa + : bă 5 
>ctorta unei pietre aruncata orizontal dintr-un punct fix de pe 


ca. este bine pusy legeti di iri] 
ca este bine pusă: „Alegeţi din formulările ce urmează 
care exprimă cît! mai Clar... 
i b); k); dreapta în situatiile 
eA A D | 


Am găsit 


4+ 


fig. 16 


Am găsit, prin urmare, cea mai simplă figură conținută în plan. 

— Ai dreptate, figura este exact cum spui, cea mai simplă, şi este 
formată din trei drepte care în condițiile date le găsim și sub denumirea 

turi | 
n EA lucrări, figura este menționată sub numele de trilater (trei 
laturi), căruia fi corespunde prin dualitate triunghiul. i 

5. Considerăm că M și N sînt puncte iar d, o dreaptă. | 

1) Scrieţi valoarea logică a propoziţiilor care îndeplinesc simultan 
condițiile: 

a) MLN, Med, Ned 

b M=N, Meada, Nead ' 

2) Realizați (dacă e posibil) cîte un desen pentru fiecare din pro- 
e h formula răspunsurile facem mențiunea că valoarea 
logică pentru afevărat se Bn > simbolul A, iar valoarea logică 

S ză cu simbolul F. pae 
a al ral b) F, deoarece, dacă M =N (deci sînt pe 
confundate), atunci ambele puncte trebuie să aparțină în med obliga- 
mr ST Aa 17 a, dacă eventual ținem seama de faptul că doză 
puncte (aici M și N, N  M) determină o dreaptă (notațată cu i 3 
în caz contrar vezi desenul indicat de figura 17 b. b) Nu se poate realiza 
un desen în condiţiile impuse de propoziția de la punctul b). 
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6. M, N, P sînt puncte. Arătați cîte drepte diferite se pot construi 
care să înduplinească condiția M € dr. NP. 


Se poate construi o singură dreaptă care trece prin cele trei puncte 
date. Rezultă că punctele M, N, P aparțin aceleeași drepte şi le vom 
numi puncte coliniare. 


7. A,B,C,D,E sînt puncte distincte ce îndeplinesc condiţia că ori- 
care trei nu sînt coliniare. 
Enumeraţi dreptele distincte determinate de cele cinci puncte. 


Răspuns. Vom încerca să le reprezentăm într-un desen şi apoi să le 
numărăm, respectînd o anumită ordine ce simplifică operaţia (vezi fig. 18) 

Vom avea: 

1. dr. AB, dr. AC, dr. AD, dr. AE; total 4 dr. 

2. dr. BC, dr. BD, dr. BE; total 3 dr. 

8. dr. CD, dr. CE; total 2 dr. 

4. dt. DE; una dr. 

Avem în total 44+34+24+1—10 drepte. Observăm că asociind 
convenabil termenii acestei sume avem: 

1+24+34+4=(1+4)4+(24+3)—2:5= 10 ar. 


În cazul în care vom avea să determinăm numărul dreptelor ce 
trec prin șase puncte care îndeplinesc condiţiile din problema prece- 
dentă, calculul se va face astfel: 


S+L4T3+24+1=14+24+83+44+5=(14+5+(244)45= 
-2.6 = 15. 


n cazul în care avem șapte puncte suma începe cu șase, adică: 


Î 
OTI FE SEF = (PNF SG A = 
$7 : 


fig. 18 
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ral, formînd sirul naturale în ordine 
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irul ice erel nat începînd cu numărul unu ă la un număl 
sirulul nume ld Tic HNC 


natural dat. 


3 197 + 
Putem calcula, der 


| exen TOPA i AA 
PSA A 1 4: 900) i 2 A+ 199) + (3 PN CA 
H 198 + 199 + 200 = (1 + 200) -+ (2 + 199) Papua Ap, X 
— ZA | NA S s wu Că SH 100 de parantez 
i eN H NOO 101) — 100 -201 pentru a SIN d 
+ 197)- ste E pt aR Ari numerelor i de la unu 
a ci i, obținem deci, că suma șirului num 


20100. 


inndeă si 
află la 
{ 
ia 
| TD UONE 
ni le și cînd adunăm 1 
par de numere naturale şi cînd adun 


ai i ti spun că ni 
Sy | si aritmetică 
iz i ci i-ar | 
a. , 
au legat atit de adînc n tiunea de num 
încât ea a fost tra A pini in epoca 
el d E 


= + 1 
>O] în secolul : 
ompletare fru- 
pre ce este vorba. 


lui ce apare cînd se adună un 
AL 3 APAI 24 i x 
rale putem proceda astfel: 
: pute 
n A A 
1 20 l. 199 - ) -4 
0 +201), adică sum | 
Li 
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Yy a Vi 
Von y | | 
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| = LOL) -F ( i 0) J 


scris primul 8 
Ele dl 


ian grec care a 
-au păstrat numai șase. 
! 


1 Diofani din Ale xami 


E în po [i ara 

rți, din care s $ > E 
i ec şi ecuații nedeter= 

e gradul I și II precum și ecuații nedeter 


tratat de algebră, « in i cè 
conțin proble me rezolvate prin ec ații d 

j i ) noscute, 
minate de gr dul I cu două necunoscu | 
ecuații diofantice. 


rezolvate în numere întregi, numita 
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1 201 paranteze avem: 


Popi 
Aj 


202, de unde rezultă că 


201 : 202 
S = 201 - 101 sau pentru cazul general avem: 
> 5 
n(n - 
e= EN 
2 


Am făcut completarea deoarece o 

o înțeles i nu pierdem clipa; 

A, B, C.D, E: 

ă oricare ca nu sînt 
rat, care: 


găsesc 
5€ > 


interesantă și mai ales că 
clipa care aduce noutăți, desigur, 
F sînt puncte distincte ce îndeplinesc condiția 
coliniare. Enumer rați punctele din desenul alătu- 


a) Se află de aceeași parte a dreptei AB. 
b) Se află de aceeași parte a dreptei AE. 
c) Punctele ce e aparțin semiplanului deschis 

IC și punctul F (vezi fig. 
Răspuns; 


determinat de 


de dreapta 
19.) 


Considerînd punctele a Şezate ca în fisura 

) C: D,E EF; b) B, su Ero) E, , D. 
Este interesant de obsery at că desenul pune în e 
conc urente într-un singur pu ct. F 
e de drepte ce conțin un cel: ȘI 
De. Printr-un punct trec 


19 putem da răspunsurile: 


evidență trei dre epte 


acem mențiunea că există o infini- 
punct, 


o infinitate de drepte. 
9. Consideră dreptele dı și d; concurente în punctul A, și punctele 
B şi C ap: urținînd dreptei d, astfel ca A 4 B ÆC. 
Figuraţi semiplanele dete rminate de dreapta d, în care se pot afla 
ncte ele B ȘI E, 


spuns: vezi fig, 20a, 
10. Folosiţi figura 21 n indic ați am ătoarela dist 

a) De la punctul A la c capta d. 

b) De la punctul A la ae B. 

c) De la all A la punctul Ç. 
) Ce poziție au gi AB, 


20b, 20c și 20 d. 


mentele AC şi AM față de dreapta d 


x. 


B 


fig. 20 d 


Răspuns: 

a) AM; b) AB; c) | 
de dreapta d, iar segmentul AM este perpendicular pe dreapta d 

— E interesant de menţionat că: dă O. 

i i ă şi ică să același punct la 

1) Dintre o. perpendiculară și o oblică dusă din a as pu ae 
dreaptă, cea mai scurtă este perpendiculara, în cazu ar ma MEN A 
AM. Facem precizarea că segmentul AM groon icular p Ş 
reprezintă distanța de la un punct exterior la o reaptă. i 

2) Dintre două oblice duse dintr-un punct exterior la o < : sa 
este mai scurtă oblica al cărei picior este Ea T de piciorul p 

i i i aceeași dreaptă 
endicularei duse din acel punct la aceeaș aL 

P — Precizările făcute sînt binevenite. Aș mai adăuga o aise 
deloc lipsită de importanță, și anume că distanța de la un pun 
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AC, d). Segmentele AB și AC sînt oblice față | 


dreaptă cît și distanța dintre două puncte, numite uneori și drumul cel 
mai scurt, au pus deseori în încurcătură pe mulți școlari. 

De ce crezi că se întîmplă acest fenomen, fiindcă la prima vedere 
s-ar părea că problema este destul de simplă. 

Se poate constata cu ușurință eroarea atunci cînd elevul e pus în 
situația să facă construcția. 

— Ai dreptate Acest lucru se întîmplă frecvent. De aceea îţi pro- 
pun să facem un experiment din care vom trage concluzii. De fapt, 
îți mărturisesc că acest experiment îl fac de fiecare dată cînd predau 
seriilor de elevi această lecție. Iată experimentul: construiesc pe tablă 
o dreaptă paralelă cu baza tablei și un punct situat deasupra dreptei. 
Cu ajutorul echerului construiesc distanța (vezi fig. 22 a) de la punct 


fig. 22 a 


la dreaptă. Demonstrez elevilor că distanța este reprezentată de măsu- 
ra segmentului ce pleacă din punct și este perpendicular pe dreaptă. 
Le reamintesc și faptul că distanţa este o proprietate geometrică va- 
labilă în geometria euclidiană. Pînă aici totul e clar. Pe aceeași tablă 
construiesc drepte în poziții înclinate față de baza tablei și cîte un punct 
exterior fiecărei drepte din care cer elevilor să ducă distanţa de la punct 
la dreapta corespunzătoare. 


M “ 
(4 
M 
Q R 
Z P 
Y 
P Ri 
fig. 22 b 
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Aproape jumătate din elevi fac construcții greșite, ca cele menţio- 
nate în fig. 22 b și puţini vor lucra corect ca în fig. 2 
j yt la lecţiile anterioare de geometr 
lară pe o dreaptă dată şi cum se construiește ea. Am încercat s 


auze sau anumite explicații ale dificultății întîmpinate de majoritatea 
elevilor — care sînt la începutul studiului geemeiniei — in rezolvarea 
acestei probleme în aparență foarte simplă. lată cîteva concluzii la 


. x 
A 4 ar x 


care am ajuns. Atunci cînd dreapta este paralelă cu baza tablei (foii 
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de etape intermediare. Rezolvare 
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i i C ă (plan 
care este asociată — în cazul drae de E a a 
iunii i ră. Urmele acestei noțiuni şi-au | 
— noțiunii de perpendiculară. Urmi | no! T 
R asupra vieții omului preistoric. Probabil s * Sa, m 
ăjea să-și înj un adăpost, o colibă, gat de seamă 
omul se necăjea să-și înjghebeze dăp ge doilea e 
ă stilpii sî i în pămînt numai atunci peret i co 
că dacă stilpii sînt drept înfipt umai 2 ii i 
nu se surpau. A sesizat unghiul drept dintre i Și sta y Pen 
i. Și it i à cu care să verifice pe i 
lui. Şi-a construit instrumente cu CAE 
j i i, instrumente 
îlpi i tor componente ale colibei lui, r ) 
stîlpilor, a pereților, și a al fe a o 
ă ostru de azi, născocind a 1 triunghiul 
care se asemănau cu echerul n îi ue i C 
i i- t de mare folos. Mult s-o fi f 
cu un unghi drept care i-a fost de ; REE 
a reușit Sá construiască triunghiul ee RE pon 
i i ă uri, iar cînd o punea pe a a, a 
— unghiul drept din două ramuri, iar c E a te 0 0 
ă tri i ide și atunci și-a dat seama că Ja 
că triunghiul nu se închide și a 2i ma Ca ea ate 
ie să aibă ită ime. A înțeles astfel, că 
trebuie să aibă o anumită lungim teles ae a 
i i i triunghi dreptunghic trebuie să existe o : 
celor trei laturi ale unui triung ; f pie ada 
latie. Pentru a o stabili a căutat timp de pa ie anii tamaie 
a ăs se e dreapt: i 
i ăsi t de măsurare a segmentelor de 
şi a găsit metoda ă zi 
one învă ă măsoare lungimile, a aflat și relația dintre 
După ce a învățat să măsoare lung E îi 
+ E E 
i a construi echerul (triunghiul d 
ntele folosite de el pentru a strui ec] gh 3 
glie) și a exprimat-o (așa cum știm din istoria matematicii) prin funia 
u 12 noduri. 1 ae At d 
j i 12 noduri egal distanțate reprezintă una dintre cele m 
A de iti. ale o i primitiv. De ea s-a ajutat să-și con- 
de seamă descoperiri ale omului py r a A dacă 
i Î i z D è 
ruiască pri ibă, iar mai tîrziu tot felul de ins ente $ 
struiască prima colibă, iar mi u t EU AS u ae 
strict poires traiului, pînă la uimitoarele pamana tempie a 
i azi ărturie frămîntărilor și imaginației lui creatoare. Ma 
alpi i ia m icii. Adevărul este că-ți şi 
— Eşti tare, amice, în istoria matematicii. Ade i „ra 5 
y è nie: A ax a x Wa 7, e i 
ăsit cu ea în mînă acum cîteva 
lace, altfel nu te-aș fi găsit cu ea în. i cateva, 3 d 
Pami desigur, te-ai exprimat că întîlnirea noastră vrea T oa E 
É ittie r xX r Ye 2 eA > 
întîlni lor două ilustre personalități; dar să revenim la re 
Saga ai maintes fi ă ştiu că nu sînt fantezii de ale tale ci ade- 
depănat mai înainte, fiindcă știu ă nu sînt A d ler ma 
văruri trăite de oameni care s-au ridicat din bezna p mor pe 
j ice $ LEO 2 Să as. A 
rice lăsînd urmașilor învățăminte ti iii ea a 
i i i aminti funia cu noduri egal distanțate. E sigu 
mai folosim. Ai amintit de A C uri el iile drepte H 
ă şi azi i în lucrările de trasare a ung 
că și azi se mai folosește în le trasare a ung! kpe 
teren, exact cum au folosit-o descoperitorii ei, adică: în ia tace SR 
buie să fie unghiul drept se fixează printr-un țăruș unul SIP n ei k 
funiei, apoi se întinde funia și se fixează cu un al anl de da AA 
patrulea al funiei, după aceea se numără încă RES PES ee 
funia e bine întinsă se fixează acolo cel arii a se nu Ries 
i aghic c 
i fel pe teren triunghiul dreptung C , 
cu primul. Apare ast n tr napun m A N 
i iuri ce în care lungimea ' ; 
8, 4, 5. Triunghiurile dreptunghice î ngmea e 
primă prin aceste numere naturale, știm cu toții că azi le num 
ghiuri pitagoreice. 
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diverse domenii ale 


la catedra de geometrie diferenţială a Universităţii din Bucu 


şcolii din Alexandria, adept al 
superior, demonstrind echivalența dintre epic 


— Cartea cu care m-ai găsit, să ştii că este interesantă. Este o tra- 
ducere și se intitulează Istoria matematicii de la Descartes Pînă la mij- 
locul secolului al XIX-lea, autor H. Wieleitner!; m-am hotărît să mă 
delectez cu ea, o iau cu mine la mare în vara aceasta. Am mai citit în 

Antichitatea și evul mediu de N „N. Mihă- 
ileanul. Am găsit aici o poveste foarte interesantă — țesută de vechii 

reci — referitoare la condiția ce trebuie să o îndeplinească lungimea 
laturilor unui triunghi pentru ca acesta să poată fi construit, condiţie 
cunoscută ca teoremă și anume: în orice triunghi o latură este mai mică 
decît suma celorlalte două și mai mare decît diferența lor. Această teo- 
remă am învăţat-o și în clasa a VI-a. La început am memorat-o și mai 
apoi mi-am fixat-o. Pînă mi-am fixat-o făceam deseori încurcături. 
Am găsit în cartea lui N.N. Mihăileanu că teorema ne-a fost transmisă 
din antichitate și era cunoscută sub numele de „puntea măgarului“. 

O relatează astfel Proclus2: „Epicurienii aveau obiceiul să-și bată 
joc de această teoremă, spunînd că este evidentă şi unui măgar și că 
din acest motiv nu are nevoie de nici-o demonstrație... Că măgarul 
cunoaște această teoremă, se deduce de acolo că dacă punem fînul la 
celălalt capăt al laturii (vezi fig. 24), măgarul va merge de-a lungul 
acestei laturi, pentru a-și lua hrana, nici decum de-a lungul celorlalte 
două“. Ce crezi, Profesore, dacă Cunoșteam — atunci cînd am învățat 
teorema — punctul de vedere al epicurienilor, mai făceam încurcături 
privind conținutul ei? 

— Ştiu eu ce să-ți spun, Laurenţiule dragă, dacă te aprob mă tem 
că prea îţi dau apă la moară şi mă trezesc că faci recomandarea celor 
ce vor să înveţe matematică să-și cumpere cîte un măgar, 


fig. 24 


1 Wieleitner, Heinrich (1874 — 1931 
se compune din aproximativ 150 de 
istoric al matematicii 
dernă etc.). 


1 Mihăileanu, N.N. (1912 


), matematician german a cărui operă 
publicaţii. Este cunoscut ca remarcabil 
(Istoria matematicii... Cum s-a născut matematica mo- 


— 1975), matematician român 
geometriei, analizei matematice 
publicat peste 70 de memorii şi lucrări didactice. Î 


Cu preocupări în 
şi istoriei matematicii. A 
și încheie cariera ca profesor 
irești. 

matematician, filozof şi astronom al 
ideilor platoniciene. A studiat curbele de ordin 


icle și excentrice. 


2 Proclus Diadocheos (412—485), 
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povestea precu 
ei vor avea de 
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Dreapta MN este mediatoare pentru segmentul AB și este de- 
ca fiind locul geometric al punctelor egal depărtate de capetele 
unui segment 

12. Se dă segmentul AB şi punctul O mijlocul său Prin punctul 


fel încît să avem 4_| dr. AB. Fie Me 


i 
i 


iferite determinate de dreapta AB (vezi 


a) dreapta MN este mediatoarea segmentului AB. 


_ Recunosc relaţia „este perpendiculară pe“ și rolul ei de relație 
simetrică. Simetria joacă un rol deosebit în întreg universul, nu numai 
în matematică. Simetria elementelor universului şi-a pus amprenta și 
a influențat viața omului din cele mai străvechi timpuri. De fapt, el 
a fost impresionat de fenomenele naturii pe care cu mari eforturi fizice 
şi de gîndire le-a copiat, materializându-le în instrumente ce i-au ușurat 
viața, iar ulterior peste secole și milenii fenomenele respective, idea- 
lizate, au devenit concepte ce constituie azi elemente fundamentale ce 
stau la baza anumitor științe. Mă refer la impresia lăsată de drumul 
razei de lumină venită de la Soare, drum ce i-a sugerat linia dreaptă, 
și la tot atît de impresionantul fenomen din univers şi anume; 
drumul aştrilor de pe bolta cerească, drum 
în care a avut primul model de linie curbă, 
linie care se pare că nu la mulțumit, 
deoarece nu i-a adus în acele momente fo- 
loase care să-i ușureze viața. 

Dacă descoperise adevărul că : linia dreaptă are proprietatea de 
a aluneca peste ea însăși și că dreapta este drumul cel mai scurt dintre 
două puncte, spiritul său iscoditor l-a îndemnat să caute linia curbă 
care are proprietăți asemănătoare liniei drepte și a găsit, probabil, 
după secole de frămîntări că linia curbă care are proprietatea de a alu- 
neca peste ea însăşi este o linie curbă închisă de forma conturului Soa- 
relui şi al Lunii. Acestei linii curbe numită ulterior de vechii greci linie 
curbă perfectă i-a dat el multe întrebuințări, chiar dacă nu a știut că 
se va numi, peste milenii, CERC, și că la fel cum linia dreaptăeste 
drumul cel mai scurt dintre două puncte, cercul este cea mai scurtă 
linie curbă dintre toate liniile curbe sau poligonale care închid o supra- 
față dată. 

— Că fenomenele s-au petrecut aidoma precum le-ai istorisit, nu 
încape nici o îndoială. Dovadă este faptul că vechii greci au acordat 
cercului —la fel ca punctului, dreptei și planului —, o deosebită im- 
portanță, ele fiind considerate elemente fundamentale ale geometriei 
euclidiene. 

Am sesizat că în problema 11, la punctul b, ai definit mediatoarea 
segmentului AB ca fiind locul geometric“ al mulțimii punctelor din 
plan, egal depărtate de capetele A şi B ale segmentului AB. Se înțe- 
lege că A şi B, capetele segmentului, nu sînt altceva decît două puncte 
fixe ce aparţin planului. 

Dacă am considera numai un singur punct fix, de exemplu punc- 
tul A , şi am da o mișcare de rotație segmentului AB în jurul punctu- 
lui fix A, care va fi în acest caz locul geometric al punctului B? 

— La întrebarea aceasta îți va da răspunsul corect orice grădinar 
ingenios, chiar dacă nu are cunoștințe matematice. În locul punctului 
A el va înfige în pămînt un țăruș, va lega de el o sforă de al cărei 
celălalt capăt va lega alt țăruș căruia noi îi zicem punctul mobil B. 


LINIA CURBĂ 
PERFECTĂ 
(CERCUL) 
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Segmentul nostru AB va fi pentru grădinar sfoara întinsă de cei doi 
țăruși, inclusiv țărușii. Ce va descrie țărușul mobil B? Un rond sau 
dacă vrei, o curbă închisă căreia vechii greci i-au zis inițial curbă 
perfectă şi apoi a fost botezată cu numele de circumferință (circulus 
—= cerc); iar noi, veşnicii nemulțumiți, și cu pretenția că introducem 
rigoarea, în definirea noțiunilor matematice, n-am lăsat nici definiția 
pa m eue ni “A am zis: „Se numește cerc locul geometric 
al mulțimii punctelor din plan ce au proprietatea că află la ac i 
distanţă de i punct fix ni SA a roprietatea cina 07 iTi 
a e e a a a a 
minus spre a deveni esa pl stă şi ratia că pa ga Ea 
minus s] „deve pletă și confuză. Rigoarea, dragul meu, i-a 
fost şi Îi va fi strict necesară matematicii. i 

i Cercul este cel mai simplu și cel mai regulat domeniu curb. Probabil 
că de aceea l-au îndrăgit vechii greci tot atît de mult precum au îndră- 
t dreapta. În definirea cercului folosim azi noţiunea de loc geometrie 
Această noțiune este familiară oricărui geometru, dar totuși cred că 
este bine să lămurim de la început conținutul ei. | 


A 


O 


__—AAl perfectă dreptate că trebuie să lămurim bine conținutul ei 
Noţiunea este familiară oricărui geometru însă nu oricui dorește să în- 
veţe geometrie. Numai pe frontispiciul şcolii lui Platon scria: „Cine 
nu este geometru să nu intre aici“. În situația noastră, parafrazindu-l 
puțin pe Platon am putea spune: Cine vrea să încerce să înveţe puțină 
geometrie poate să intre şi aici — în ideea că cineva ne urmăreşte. Îmi 
are te-am întrerupt și te rog să-ți continui ideea despre locul 

— Pledoaria ta mă face să mă concentrez cu multă atenţie. Am pu- 
tea descrie exact locul geometric astfel: l 

Locul geometric este o multime de puncte ale planului (spațiului) 
caracterizată de o aceeași proprietate geometrică, exprimată în baza 
unei axiome sau a unor consecințe ale unor axiome. De exemplu, media- 
toarea unui segment este locul geometric al mulțimii punctelor planului 
aflate la aceeaşi distanță de capetele segmentului. Alt exemplu: locul 
geometric al mulțimii punctelor din plan egal depărtate de o dreaptă 
da tă, este o dreaptă ce nu va avea puncte comune cu dreapta dată; și 
încă un exemplu: bisectoarea unui unghi este locul geometric al mulțimii 
punctelor care se află la aceeași distanţă de laturile unghiului. Locuri 
geometrice pot fi puncte, linii, suprafețe sau corpuri. 

Cercul este materializat de o linie curbă în fiecare punct al ei, linie 
care își schimbă direcția în acelaşi mod în fiecare punct al ei. În plus, 
linia curbă ce reprezintă cercul nu posedă nici o extremitate, deci este 
o curbă fără margini și de aceea, ca şi dreapta, cercul are proprietatea de 
a luneca peste el însuși. În interiorul circumferinței (prin circumferință 
înțelegem toată lungimea liniei curbe care se măsoară pornind dintr-un 
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5 — Prin labirintul geometriei 


punctul numit 
centru, care k Je egală vjje lanii de toate cerc, Mai avem 
în plus de considerat segmentul de dreaptă « a zi lur re unește două 
puncte de pe cerc. Acest segment se numeşte i toate diametrele 
se intersectează în punctul ce l-am numit centru. 

Jumătatea ouă ac se numeşte rază. Toate razele sînt egale și 
ezintă d ian pa, 4 de TA un punct de pe circumlerinț entrul cercu- 
„Vom nota cu r a, si cu O centrul cercului. Segmentul care unește 
două puncte de pe. ci eende rință se numește coardă. Dacă coarda are 
i mare lungime posibilă, ea va trece pri in centru și va fi diametru, 
- dacă se consideră coarde din ce în ce mai mici, punctele care le limi- 
tează pe cerc se apropie din ce în ce mai m unul de altul pînă cînd 
redue la unul singur și atunci dreapta nu! secantă (co arda pre- 
lungită în ambele sensuri în afara cercului) are comun cu cercul un singur 
punct numit punct de tangenţă, ea numindu-se tangentă. Unind pune tul 
de i solda i cu centrul cercului obținem raza corespunzătoare tangent ei 
lupă cum vom vedea, este perpend ulară pe tangentă. Mai avem 
l considerat porțiunea de atenei aul i delimitată de o c alai 
ce o numim arc de cerc. Cînd se dă numai 


e care anume arc de cerc este vorba si de aceea c nu se face 
-o specificaţie vom înţelege că este vorba de arcul de mai mii 
fig. 27). 
E ta Na Ar S 


— Să observăm o proprietate deosebit de imp 
e un cap: ät într-un punct oarecare Ç, aflat t 
două capete în puncte diametral o opuse (vezi fig. 28), 
cu A şi B. Indiferent de poziţia ce o are punct 
cercului (C # A 4 B), cele două coarde vor fi 


ntă a două coa 


vor forma un unghi de 90° cu vîrful în 


unghi în SETIS INtr-un SCINICEIC. 


X 
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rđa, nu se ştie «s 


astfel: Segmentul AB fiind un diametru rezultă că la mijlocul lui se 
află centrul cercului pe care îl notăm cu 0. Dacă unim pe O cu virful C al 
unghiului înscris vom avea: 


{ OG == 04 == 0B = 

BOC (I 

În triunghiul ABC avem 2g 4 
180° } A A 


= EIN 7 90°. Dar « + reprezintă unghiul înscris în semicerc, a 


Se obţin două triunghiuri isoscele AAGC și 

A OS AN A 5 [N AN, A 

în care avem OAC = OCA =a și 0OBG=0GB = 
A 


A 
„de unde rezultă că a + 8 = 


Mm 


L 28 = 180° 


fig. 29 


ui masură este întotdeauna egală cu 90°; deci cele două coarde sînt 


erpendicul Pr E pata este deosebit de importantă şi în practică 
dune pa Dacă considerăm rampa unei scene de teatru ca o 


ardă da cerc (diametr) im scaunele spectatorilor pe arc ul de 
are spectator, indiferent de scaunul 


i unghi deoarece ur nghiurite vizuale sînt 


j cerc a cuprind între laturi acelaşi arc de cerc, — 
j coardă, 
| aşa este, {proprietatea are o ma es A deo ebia în 


arhitectur 


în demonstraţii și construcții gec 
da V S f 


t-o pentru e xtragerea 


Vinci (1452—1519), genial 7 

ian, Una din cele mai z personalități ale 
consideră că pictorul trebuie 
anatomiei, experimentind în 
>xperimentului în cunoaştere, 


derat arta o știință. El 
pe cuceririle geometriei, opticii, 

: modele de lucru. A subliniat rolu 
înd ideea unității dintre teorie și practică, gia matematica și mecanica 
considerîndu-le științele cele mai desăvîrșite. A lansat valoroase studii și anti- 
cipări în aproape toate ramurile ştiinţei. Prin multilaterala sa personalitate, 
este o întruchipare a idealului renascentist al „omului universal“ 
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: x , pa Strats 
Reprezentăm numărul din care dorim să A TE e 
(folosindu-ne de o unitate aleasă arbitrar) printr-o dr ii A 
adaugă încă o nE nd a aj i iti a aa if 
pătrată din număru 8 purtăm unitatea a ela i La pilda 
segment, după care mai adăugăm încă o unitate). Cons ruim p pmen 
ai din nouă unități un semicerc, ia pria eP a 
inițial (egal cu 8 unități) ducem o ei pene pt a 
semicercul (vezi fig. 30). Punctul C în care perpendic img leat iati si 
semicercul este capătul „segmentului rădăcină pătrată“. Originea S 


i -pendicular pe diametru, deci la 
ste Îr și este perpendicular pe diametru, 
segment este în punctul D și este p pi a a AO 
capătul segmentului a cărui m ărime este egal e vona 08 
CD este rădăcina căutată. Să dovedim această a irmație. | mit A T. 
unghiuri A DC şi BDC sînt asemenea, lucru ușor de arăta : m 
ie da i pentru simplificare notăm seg- 
{s ionalitatea laturilor omoloage și pentru simy 
proporționalitatea l O s 
mentul (rădăcina) CD cu X și avem: 
AD X 


r ` rimă măärim a lor 
! înlocuim segmentele cu numerele ce exprimă mărimea lo 
IZA ASI 5 5 


X BD: 


și avem: 


3 X 79 > 
8 =" —sau X? = 8 
X 1 


a afla valoarea 


Q -trat ` Pent a 
Deci X = |/8 ceea ce era de demonstrat. Pentru a ; la a 
ai A RAA x 1 aceeas a 
rădăcinii trebuie să măsurăm „segmentul rădăcină“ cu aceeaș 
zu care am măsurat baza. } 00 th dea iau 5 PREN: 
a Foarte interesanti soluție. Mărturisesc sincer că nu a ut ia 
— LFo0oarie if OSA d ză ; i 3 = a aere, x p cină £ 
această metodă si o găsesc ingenioasă deoarece se ia drept T F i ip i 
ci dota i Jua > Dă SH S5 > 7 Aa X A DR i fana caiete 
mai înălțimea triunghiului dusă din unghiul drept, P on a z mpi 
€ Aa ALA aaa =) iz r d Creta ED) Pe Vega S shic. Se serv: à 
este si a înălțime într-un triunghi dreptung £ 
lor) este singura înălțime într: nelu aeepranghie e ORE 
„A notăm cu a şi b catetele, iar cu c ipotenuza unui astfel de A i 
cu înălțimea iar m şi n segmentele determinate pe ipotenuză vo : putea 
Em : j ab; ave im:k= h:n şi 
scrie: a : h= h :b, k? = ab sau h= |/ab; avem apoi m : A =h Ș 
C -e . — Pia > 


Ce 


i de k = mn. Se pot obţine și alte relaţii, deoarece 
deci h = mn de unde h = |/ mn. Se pot obține s 
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fiecare triunghi dreptunghic mic (ABC și BDC), este asemenea cu triun- 
ghiul mare A BC, însă obținem rădăcini de produse de segmente, produse 
pe care cu ajutorul teoremei lui Pascal. le putem transforma sub formă 


de segmente, dar nu ne este de folos, căci noi dorim să dăm de la început 


il 


egmentul din care vrem să extragem rădăcina și nu să-l obținem prin 


Aici intervine Leonardo da Vinci și face un al doilea artificiu care 
stă la baza extragerii rădăcinii pătrate folosind măsuri ale unor segmente 
și anume: Ia unul din segmente egal cu unitatea, păstrînd neschimbată 
valoarea celuilalt. Acolo unde va trebui să înmulțim sau să împărțim 
—păstrînd numai unul din termenii acestui calcul — vom face fie unul din 
factori, fie divizorul (numitorul) egal cu unu. Este necesar să fim foarte 
atenți, fiindcă în exerciții trebuie să notăm cu 7 toate razele care intervin 
în figură, deoarece în majoritatea acestor exerciții se folosesc atît egali- 
tatea razelor, cît şi teoremele ce rezultă imediat și se referă Ja triunghiul 
isoscel, ca de exemplu egalitatea unghiurilor de la bază, proprietățile de 
simetrie ale înălțimii etc. Rapoartele ce se stabilesc se deduc cu destulă 
ușurință. Reflectînd asupra dreptei și cercului, constatăm că ele sînt 
singurele figuri geometrice care au proprietatea de a aluneca pe ele însele. 
De aceea vechii greci nu admiteau ca linii perfecte decât dreapta şi 
cercul. Studiul curbelor ieșea din domeniul științei tocmai fiindcă ele se 
îndepărtau de perfecțiunea dreptei și a cercului. În concepția lor exista 
un ideal de perfec țiune, după care se credea că este întocmită lumea, iar 
știința trebuia să se supună acestui ideal. Această concepţie a dus la 
intirzierea dezvoltării multor ramuri ale științei. 

lată un exemplu care la prima vedere pare bé 


banal: azi oricine știe 
că planetele în mișcarea lor descriu orbite care sînt elipse. Vechii greci 
n-au acceptat cu nici un preț acest adevăr, tocmai din cauza prejudecăţii 
lor asupra perfecției. Pentru vechii greci aştrii erau corpuri perfecte și 


deci trebuiau să se miște pe drumuri perfecte, adică pe cercuri. Faptul 
că observaţiile astronomice arătau clar că drumul urmat de planete nu 
e un cerc, ci o elipsă, nu i-a putut clinti din credința lor, aceea că un corp 
perfect nu poate să umble pe un drum neperfect, urgisit de știință. De 
aci au început complicațiile în cercetările astronomice, com plicații ce au 
intîrziat secole de-a rîndul cunoașterea universului cosmic. 

Imaginează-ți cît de Simplu și necesar ar fi fost să se fi studiat curbele 
și să se fi recunoscut conform observaţiilor astronomice, că planetele în 
mișcarea lor descriu orbite care sînt elipse. N-ar mai fi fost nevoie să se 
presupună că planeta descrie un cerc, care cerc se învirtește la rîndul 
lui astfel că centrul său descrie un alt cerc şi așa mai departe, iar această 
grămădire de cercuri urmează metoda numită a epiciclelor care a dus la 
complicații și erori foarte mari, 


Astfel de exemple sè pot da și în alte domenii ale științei nu numai în 
astronomie. 
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— Am citit în cartea Récréations mathématiques (autor W. Rousse 
, is, ed. Hermann) că a existat un învă C care s-i pat 
Ball, Paris, ed. Her ) a tat învățat grec care s-a ocupat 
urbe de genul elipsei. Se numeşte Apollonius! și es ine cunoscu 
de curbe de genul elipsei. S eşte Apollo sI și este bi oscut 
chiar și de liceenii noștri de azi. El a descoperit cele mai de seamă pro- 
prietăți ale elipselor, dar cercetările sale erau hulite de știința vremii. 
După moartea lui Apollonius, toate cercetările lui s-au scufundat în 
negură, timp de aproape două mii de ani, cînd într-o nouă epocă a dez- 
voltării omenirii s-a simţit ne i utilitatea lor. După cum se știe, 
Apollonius descoperise elipsa cu toate proprietățile ei și nu a fost re- 
prop 

cunoscut și primit în curentul cel mare al științei antice, deoarece desce- 
peririle lui se refereau la curbe care se de >părtau de perfecția cercului, 

deci nu se apropiau de perfecțiunea ştiinţei visată de filozofii vremii. 

PLOJ 
— Că lucrurile s-au petrecut așa ne-o cu exactitate 
! 
documentele timpului, dar mărturisesc sincer ără a avea idei fixe 
— îmi place și mie rigoarea și, de ce nu, chiar perfecțiunea. 
Rămînînd, desi 
început situaţii în care nu se poate aplica cu strictețe r 
Vom întîlni, de exemplu, idei geometrice ce le 
DESPRE folosim fără a le fi definit în prealabil destul 
DEFINIȚII, de riguros. De asemenea, vom face afirmaţii 
$ Lip] Lă 

AXIOME ŞI ce le vom utiliza în demonstrarea unor fapte 
TEOREME geometrice (teoreme) fără a avea posibilitatea să 


că 


-4 


tot în domeniul geometriei, vom întîlni de la 
isoarea. 


le Pe acestea le vom numi axiome. 


teleg ce vrei să spui. Desigur că 
> își va da seama că ştie multe lucruri 
sînt atît de evide nte — printr-un 
ıl cel mai scurt mă puncte 
amerei sau a ecrar KiE ek vizorulu 
pape nimeni ndeşte să ie 
1 Simboluri. Dar c misti în jurul 


pia S FAE PRE TR AL PU a e IE TA 
INIINIT, Gesiule ei mente ȘI fapte 


— Sînt întru totul de ac 
oricine aruncă în jurul să 
despre geometrie. Unele dintre luc 

inct trec mai drepte, d 
este linia dreaptă, forma per 
este dreptunghiulară 
definească, să le exprime în ] 
nostru şi, în general, în ace 


UO pr iy 


geometrice — vizibile sau ascunse — care nu sînt cîtuși de puțin evi- 
dente, ca să nu mai vorbim de dificultățile întimpi operi, 
defini și clasifica pentru a le putea fok sterii 

; faptele geom t — le 

jacă nu, trebuie pind 

care conduc la asură 


Perga (26 52 — 180 îie.r 
tr tatul intitulat ( 


iuni conice ca 
A 


consideră că Apollonius şi mai 
rirea faimoasei legi a é 


au tucat ın roi 


tără dem 


i A 
itale « oscute í col 

F ci i 4 il Vii 

numeie de 4x20 A ci 
Dra } ) 
— Prea , ’ s 
a bine, Profeso „dar ce în: ' i d 1 0 notiune? 
d La Li 


— Ei asta-i + je 
£1, asta-i bună. Si rist ali ce îns lofini E 
> ristotel Ce inseamnă a 4151 0 nottume 


țiunea Că în 


e, exprimată prin g 
dreptate Aristo 


că nu orice noti 


` "An ta ahili difor 
> poati stabili Ceea ţa y 


poza Și 
va doar iu poți spu Cå nu ex1 i 


yi ȘI G a C 
€ în analize 3 noastră, rezultă că Și tu. ai drey 


această notiu 


Hnitie, ca orice clasificari 


sées, ed. Flammari ) 
) 
— Ta } i | 
la r SIMI Cå s-a i l i ] A î 
ta lumină in probl 
le onse tn 5 - ] € api 4 
le pus dar pe alocuri mbre, C 5 
j ] ; IM DI € zic caca 
} momen cine 1I n lori S f 
1I Į i} doritor să invete 
COMeLria < b a În lică ] i i. 
N i alca ia nevole Con- 


Í grec, renunt gînditor si om de 


eraut nici azi din valoarea | 


I-a fost or lui Alexandru M 
condus școala numită ,Lyceur 
a el, cunoștințe ce au « itui 
Universitatea 
} eu] dupè 
andria au fe 


model ce se n 


Platon. A iniți 
acumulate pin: 


ebri 


< 
pc e 


Alex 


m constata că toate 
wind drept bază de 


sideră anumite noţiuni sau afirmaţii drept simple, primitive Qi în ara 
tate ele nu sînt simple) și deci acestea în mod normal fac oii a le A si 
definite sau după caz fac excepție de la demonstrație. De m e încă 
petrece cu această importantă ramură a științelor exacte, a aa T geo 
metria, dacă ar conţine o mulțime nedeterminată de asemenea eri săli 
— Obiecţia făcută de tine pare, pînă la un anume punct, justi ta Á. 
De aceea, la o primă vedere s-ar părea că este bine i Geu orior aa 
tiune, să demonstrăm orice afirmație pe care o iu er seal 
că acest lucru nu este posibil. Să considerăm mai întîi pro ema porem 
: ă -mă arătăm că ea rezultă logic din teoreme 
lor. Cînd demonstrăm o teoremă arătăm că ea rezu cae din Aaa 
pe care deja le cunoaștem fiindcă anterior le-am demons a ari us 
facem prima demonstrație nu mai avem posibilitatea să ae $ - S p $ 
altă teoremă anterioară, deoarece ea nu există. Totu-şi, re ui TPE 
nim de undeva. Aceasta înseamnă că trebuie să acceptam eea 1 Ta 
ţii fără demonstrație. Ei bine, aceste afirmații medemo Pa PA 
mai axiomele. La fel se întîmplă și cu noţiunile ce fac IEAS ; e a aa 
nitie. Ele și numai ele fac excepție de la definire sau ae ae ru 
Bineînţeles că ele nu sînt alese la întimplare și de către ar A 
stabilite după criterii precise. Dacă îți amintești, nici ORE E e de pR 
dreaptă. curbă și plan mu se pot defini gi de aceea ele snt codec 
iuni fundamentale. Propozițiile prin care le-am exprima. sint doat 
a ai le avem în ade atunci cînd enunțăm axiome. N 
străm teoreme, singurele informatii pe care le we despe paet i ORA 
(curbe) și plane sînt informațiile date de axiome. În con pia eu died 
să omitem faptul că Aristotel a fost acela care a pus În an e ÎI 
terul deductiv al raționamentului matematic. El a arătat ca pr poz e 
demonstrate se bazează unele pe altele, iar dintre ae Re a pia 
admise fără demonstraţie, şi că între termenii unei A aleea a ţi 
tice unii sînt primitivi! adică se prezintă ca noțiuiui ne kiye. iaro Aul 
sînt termenii definiți şi se bazează pe termenii i AȘ z ră E: 
şi pledoaria lui René Descartes în care susținea p r ES E 
că în orice ştiinţă, deducerea adevărului trebuie să. se acă dapa m T ul 
rationamentului matematic în care intervine și faza m 
anume aceea de contemplare a fenomenului cercetat. De hhe a 
învățat că deducerea adevărului trebuie să se bazeze pe alte adevărur 
precizate anterior, numite adevăruri certe şt autentice. 

— Observ, dragă Profesore, că te-ai ascuns după Rene Dea 
Vrei să scapi de săgețile ce le-am îndreptat spre or je ENI seal 
dar pe René Descartes după cine îl ascunzi: Aminteş ia l m i. i 
cînd René Descartes s-a întrebat care adevăruri pot i Tec 4 SA 
fiind certe pentru ĉa din ele să poată deduce pe celelalte i-a fost cam greu 
să decidă care anume sînt acele adevăruri. 


1 Expresia de termen primitiv trebuie luată cu sensul de termen primar 
xpresia de termen prim 
sau noțiune primară, adică prima. 
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— Eu îmi amintesc ceea ce susții, și nu te contrazic, dar nu uita că 
Ren€ Descartes a precizat că „adevărurile cu asemenea calități rezultă 
din tniwittile rațiunii şi că asemenea intuiții nu-și au originea în simțuri. 
Ele sînt descoperite de mintea omului în mod nemijlocit fără să necesite 
demonstraţii, printr-o cunoaștere intuitivă care are la bază raţiunea nu 
experiența, deoarece experiența poate să ne ducă în eroare“, 

Tot în sustinerea acestei idei L.H.Brouwer, întemeietorul intuiți- 
onismului matematic, în lucrarea „Intuitionism and Formalism“ arată că 
„Intuiția este o activitate de gîndire a minții umane. Ea este independen- 
tă de limbă, limb: erind numai o reproducere incompletă a gîndirii 
pure exacte. Intuiţia nu poate fi descrisă adecvat prin nici un fel de reguli 
precise; demonstrația este validă numai dacă este o construcţie ai cărei 
pași lividuali sînt evidenți. Intuiţia rațiunii este independentă de 
experienţă, dar are o realitate obiectivă în sensul că este aceeaşi la toate 
ființele gînditoare“. Așa că, vezi bine, intuiţia fiind o facultate rațională, 
riscul de a considera anumite af 


maţii fundamentale — care așa cum s-a 
văzut rezultă din intuițiile rațiunii — drept axiome, este înlăturat. În 
acest sens, marele merit de a fi pus ordine în geometrie — precum bine 
știi — Îi aparține lui Euclid. Cartea lui numită Elementele! este prima 


1 Opere denumite Elemente au mai fost scrise și pînă la Euclid. Ele au fost 
cunoscute de către Euclid și folosite în expunerea sa, dar aceasta nu i-a influențat 
cu nimic valoarea operei lui. Dintre toți geometrii greci care au încercat să 
adune la un loc toate adevărurile geometrice stabilite pînă la ei, singurul care 
a tăcut o lucrare reușită a fost Euclid, deoarece, spre deosebire de alții care au 
întocmit lucrări numite tot Elemente, dar sub forma unor enciclopedii mate- 
matice, Euclid a prezentat descoperirile matematice într-o concepție unitară 
și logică. El a reușit prin Elemente să dea un instrument de cercetare spre a 
putea fi folosit în noi descoperiri, Euclid a întocmit cartea Elementele așa, încît 
adevărurile matematice să se poată deduce unele din altele în mod logic și 
accesibil, prelucrînd toate raționamentele ce urma să le expună după o schemă 
care cuprindea expunerea clară a datelor cunoscute (ipoteza) și a datelor ce 
trebuiau dovedite (concluzia), desenarea figurii în care apar datele problemei și 
demonstrația și formularea unor concluzii independente de figura folosită. 

Ca instrumente pentru construcţia figurilor, Euclid a folosit numai rigla 
și compasul. Euclid a început expunerea Elementelor prin definiţii ce conţin 
enunțuri descriptive ale punctului, dreptei, planului etc. și prin identificarea 
unor adevăruri din natură a căror existență era atât de evidentă încît nu mai 
avea nevoie de demonstraţie. Pe asemenea adevăruri le-a numit axiome. 

Exemplu: două mărimi egale cu e. treia sînt egale între ele, sau: printr-un 
punct dat, exterior unei drepte date, există o singură paralelă la dreapta dată 
etc... 


azîndu-se pe definiţii și axiome, Euclid a arătat cum s-au putut deduce 
prin demonstrații logice toate adevărurile geometrice, adevăruri care au fost 
numite teoreme. Prin aceste mijloace, Euclid a izbutit să transforme geometria 
dintr-un conglomerat de cunoștințe, într-o operă științifică uriașă, care a 
devenit baza geometriei plane și a servit secole de-a rîndul drept unic manual 
de geometrie. Această operă vastă este formată din 13 cărți originale — la care 
s-au adăugat mai tîrziu încă două cărți care nu au fost scrise de Euclid și 
conține aproximativ 500 de propoziţii, definiţii, axiome și teoreme exprse într-o 
strictă ordine logică, de la cele mai simple către cele mai complicate, stîrnind și 
azi admiraţie și uimire, 


-J 
(ui) 


} 


carte în are geome 
pornește de la 
ȘI construieşte 
deductive. 


| NSE LAS Oe 
ua mod organizat logic. Euclid 


À r pS. E 
dean stal bilit te precis ca fiind tundamentale 
| raționamente, logice 


de la cîte 3 
lt, stabileste ar devăruri, > face precis, de acest lucru nu 
poate garanta sută la sută. C uni ine că, epoca i perire a teoriei 
none, numită teoria relativi e desce -— a SC DE pat 

omplet concepţia. despre că tac 
TU Ava conce te f 


a AEE trat 


ps 


stăm foarte greu fiindcă a accep- 


secole ci 
au devenit conc 
nostru dë adire: 
neeuclidiene care s-au impus destu 
Operînd deci cu noțiuni funda t a 
excepţie de la definire sau demonst ajung em la concluzia Că, consi- 
derarea lor din punct de vedere “pur formal, nu constituie nici un 
impediment în construi irea unui model de abstrac tizare ; maximă a Apa rii- 
lor matematice. În cartea sa, intitulată Geometrie und. Erfahrung, Berlin, 
Springer, 1921, Albert Eins teint spunea: „Progresul re alizat de axioma- 
tică constă tocmai în aceasta că degajă i logicul de orice conținut intuitiv: 
după axiomatică, singure relaţiile logice formează obiectul matematicilor“. 
Tată deci, că natura și condiții] e de existență ale unui sistem de axiome 
nu au nimic comun cu definirea altor noțiuni și nici nu trebuie căutată 
în conținutul lor intuitiv. Permanent însă trebuie avută grija pentru 
securitatea şi compatibilitatea sistemului de axiome care R la baza 
fundării unei teorii ştiinţifice. De această securitate va depinde securi- 
tatea teoremelor şi deci a edificiului matematic ce-l construim. 
Faptul că orice teorie trebuie să înceapă de undeva erà cunoscut 
si de vechii greci. În Elementele lui Euclid, noțiunile fundamentale și 
axiomele sînt luate așa cum sînt date. 
Intelectul activ, prin int uiție directă, 
care nic sînt înseși condiţiile gîndirii 


= 
pc 
ne 

1 

3 

= 
et 
Ja pi> 


are străin modului 
ccometriilor 


ȘI D 


sesizează principiile științei, 
Observăm că raționamentul 


teori 


x C 4 paap 
; teora 


1 Einstein, Albert (1879—1955), f an și filozof german, cre 
relativității strînse şi generalizate). rcetările fundamentale în fizic ; . 
fotonilor, dezvoltarea unei teorii unificate a cìimpului, formula modelelor 
cosmologice. Opera sa a modificat imagi ea goun paca despre mee aia ci 
de concepere a spațiului, timp ps cauz: i SuDSTAN pe, CONE MEA la funda- 
mentarea științifică a materialismului dialectic contemporan. A expl cat rokel 
construct tiilor matematice, ai experien iței și intuiției în cunoașterea ştiinți ic a, a 
influență deosebită au ideile lui Eiz stein despre aportul dintre n natematică Și 
realitate, dintre intuitiv şi formal, 1 i ae si aă: F lecito- 
dinamica corpurilor în 


metria şi expe 


A 


ului fisic, F izice aşi Ye salita! ga ete 


a untiară a cm, 
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legic joacă în matematică același rol pe care-l au experiențele î în fizică, 
chimie, biologie. Cred că ești de acord, Profesore, că în matematică, 
întocmai, ca și în fizică, în chimie etc. îți poate veni o idee care îţi pare 
adevărată. În fizică ă, mergi în laborator s-o verifici; în matematică tre- 
baia să te retragi în laboratorul gîndirii, să mai gîndești şi să încerci să 
găsești acelei idei o demonstraţie. 
— „Să te retragi în laboratorul gîndirii“ ! Ce poate fi mai sublim decît 
acest îndemn original ce-l lansezi? Simt parcă acest îndemn chiar în 
pașii făcuţi pînă acum de noi prin așa numitul labirint al geometriei. Au 
lăsat urme sigure acești pași, iar tu ai cernut într-atit fiecare noțiune, 
fiecare idee sau teorie pusă în discuție încît ai reușit chiar să bă tătoreşti 
căile parcurse, Se pare că te-ai retras deseori în laboratorul gîndirii. 
Gîndirea matematică este o artă. Ceea ce constituie nervul matematicilor 
este tocmai această putere creatoare pelia aa a inteligenței omenești, 
care introduce pe întreg parcur gîndirii matematice ele- 
mente noi, prin definiți i și come posedi înd ras gistral arta de a le com- 
bina, creînd astfel noi idei, teorii sau propoziții matematice. 
— Nu numai gîndirea pur matematică este o ar tă, ci însăși elabora- 
a faptelor matematice. Raționamentul matematic, în afară de faptul 
că este constructiv, el este o adevărată artă. Aceste afirmaţii se pot 
justifica dacă urmărim raționamentul aplicat în redactarea demonstrați- 
ei oricărei teoreme sau probleme. Fără a mai 
REDACTAREA insista asupra noțiunilor fundamentale sau 
BEMONSTRAȚIILOR asupra diferitelor axiome din geometria plană 
euclidiană cum ar fi noțiunea de punct, linie 
dreaptă, linie curbă, plan, spațiu și altele, sau cum ar fi axioma distanței, 
axioma dreptei, a planului, axioma paralelelor etc., îţi propun să ne 
oprim asupra teoremei ce se referă la suma ung ghiurilor unui triunghi, 
așa cum este prezentată în manuale, și să-i urmărim rațio namentul ce 
intervine pe parcursul întregii demonstrații. 


Teoremă. Suma. unghiurilor unui triunghi este egală cu două unghiuri 


ul proc esulu 


drepte. 
1, Se dă iunehiul oarecare ABC 
A A A 
2. Se cere 1-4- B +C=2 d 


nghiului ABC se duce paralele 4 la latura AB 
fig. 31) 
In jurul punctului C tead g s-au format unghiu- 
a rhivalzzi A “Ara Y s > dt Fa dpi a i ae SS ~ = 
rue triunghiului dat care fac impreună două unghiuri drepte. Dreapta 
d este unică (postulatul lui Euclid) 
ES ENG, $ 
BAC = ACM (alterne interne, Med) 
P LU 
ABC = BCN (alterne interne, Nagd) 
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Suma unghiurilor formate în jurul unui punct şi situate de aceeași 
parte a unei drepte ce conține punctul este: 
i A 


A ao AS 
ACM + BCN + ACB =2 dr. 


Înlocuind fiecare unghi cu congruentul său avem: 


A A 


A- B4 C=2 dr. q-ed; 


Am e acest exemplu nu pentru a urmări demonstraţia în sine, căci 
raționamentul folosit nu aduce nimic nou. 

Ceea ce atrage atenția este faptul că nici o regulă matematică nu ne 
îndrumă să ducem prin vîrful C al triu nghiului, paralela d la latura AB, 
fapt ce constituie esența demonstraţiei, Tocmai această inițiativă a 
inteligenţei, pregătită în Jaboratorul gîndirii face ca raționamentul ce stă 
la baza demonstrației să devină o adevărată artă. Fără această inter- 
ventie (constructivă) a gîndirii, echivalența dintre propoziția „Suma 
unghiurilor unui triunghi“ cu propoziția „suma unghiurilor formate în 
jurul unui punct şi situate de aceeași parte a unei drepte ce conține 
punctul „nu ar fi putut fi stabilită. lată deci că demonstrația unei 
teoreme sau a unei probleme nu este un procedeu mecanic. 

Ci 


În cursul oricărei demonstraţii intervine iniţiativa liberă a inteligen- 
ţei, care construieşte elemente noi, creează pr »oziţii echivalente inter- 
mediare care conduc la echivalenţa finală căutată, 


Observăm deci că în matematică, practica învățării bazată pe memo- 
rarea mecanică nu-și află locul. Ea dă momentan falsa iluzie că știm 
matematică, însă la prima testare își arată neputința. 

— Observ, dragul meu, că ai adunat multe idei valoroase despre 
sîndirea matematică şi miraculoasa ei intervenţie în demonstrarea teore- 
melor, přoblemelor şi atitor alte fapte matem tice, idei pe care le oferi 
cu generozit: te celor interesaţi. Sînt întru totul de acord că nu există 
în matematică — și mai a ales în geometrie — m etode ideale de redactare 
a demonstrațiilor pe care să le memoreze C ineva și odată memorate 


mecanic să poată considera că şt ie matematică. De aceea „ consider că 


unele sugestii pe care experiența le-a arătat utile, pentru a înţelege mai 
UȘOT demersul logic al unor demonstraţii, ar fi bine venite, cel. puţin 
pentru început. 


Acestea ar fi: 


1. Delimitarea ipotezei de concluzie și scrierea corectă a fiecăreia 


Ide 


2 fo caaiea gurii zi mai corect și cît mai îngrijit este totdeauna 


stii de felul cum S-ar 


r gorn a prob blema. 


3. Redactarea demonstrației pe două coloane consider că simplifică 


organizarea lucrului cel puțin pentru cei ce sînt la începutul învăţării. 


4. Pentru început, redactarea demonstrațiilor să se facă exersind 
pe probleme simple. 


5. Este foarte important ca pe întreg parcur rsul demonstraţiei să fie 
explicat clar și corect ai ul, motivind fiecare etapă a lui. 
În cîteva exemple c e le vom da — fără a fi considerate ghiduri unice 
și imuabile în această direcție — se va putea observa cum sînt combini iți 
paşii care fac trecerea de la o afirmație la alta 


Oricë teoremă este o propoziție ZE aa tv, adică, dacă un anumit 
fapt este adevărat, atunci alt fapt matematic este adevărat. 


Partea dacă a teoremei se numește 7poteză; 

TEOREME PREZEN- ea anunță ceea ce este dat. Partea atunci a 

TATE SUB FORMA teoremei se gută concluzie; ea enunță ceea 
IPOTEZĂ-CONCLU- buie 

ZIE ȘI RECIPROCE- dat. lată cîteva exemple e, notează-le 

LE ACESTORA — Un moment, Profesore, sună telefonul. 

— Telefonul tău parcă-i soneria școlii. Mi-a 


sunat în cap tot anul. Simt că fac alergie'dacă nu ridici mai repede 
eptorul.... 


— Alo? Cine? Cristianul? “Care Cristian? A! Cristianul Mare! 

—Ce s-a întîmplat, monsieur V'étudiant, vorbe ești cu munții? 
Cristianul Mare este vîrful masivului Postăvar; înălțime 1854 m. Dacă 
protestezi îți prezint toate caracteristicile lui geogr afice p traseele 
turistice și pîrtiile de schi, pe fiecare cu gradul ei de dificultate 

— Ce vîrf al masivului Postăvar te-a apucat, Profesore? Mai varb esc 
eu și cu munții, dar nu c hiar la ca on. Era un amic din generală ; Cristian. 
Că-i mai spunem și Mare, asta e o altă poveste. Ascult- o: eram în clasa 
a V-a. În | prima zi, diriginta striga catalogul și făcea completări; data 
nașterii, locul naşterii etc. Pentru o mai sigură exactitate ne chestiona 
pe fiecare. Vine rîndul lui Cris 


tian. Întrebat unde s-a născut, elr raspu 
timid dar serios: „În Cristianul Mare“. Diriginta își dă ochelarii Jos ș 
nedumerit i îi zice: „Mai spune odată, băietele, unde zici că te-ai stai 


TI 


El răspunde: „mama mi-a spus că m-am născut acolo sus în Cristianul 
Mare şi de aceea mi-a pus și numele Cristian“ 

Ne-am amuzat cu toţii și de atunci așa i-a rămas numele 
Mare“, Ei vezi, telefonul primit de la „Cristianul Mare“ a suna 
te-ai exprimat: , „ca soneria școlii“. Deci pauză!!! El mă iny 
„Cristal“ din Poiană. Nu l-am refuzat. 

— Bine, dar trebuia să dezbatem împreună cîteva exemple privind 
id ta unor tipuri de teoreme. Nu-mi vine să cred că ai renunţat. 


ate 
xact t cum 
ă la piscina 


Nici vorbă de renunțat. Îţi fac următoarea propunere: nu mă pofi 
PIR precum nici eu n-am făcut-o anterior. 


Pînă mă întorc de la piscină, te rog să notezi de taliat acele teoreme — 


despre care vroiai să discutăm — pe niște coli de hîrtie, dar să fie frumos 
ordonate, şi-ţi promit că le voi studia cu atenţie, iar à va fi nevoie 
voin purta şi unele discuții, Repet: nici nu mă gînde sc 
Sper că n-ai uitat că și eu 

încurcat scolarii. 


ă vel refuza. 


ti- am redactat testele cu care spi uneaj că ti-i un 


— De acord, amice, dar te avertizez că timpul e pretios; cel mai 
prețios din toate — este timpul matematic. Pe acesta să nu-l pierzi nici- 
odată, dacă ai intenția să te dedici sinter exacte. 


— Timpul A a am auzit de el. Cind mă înapoiez vreau 
să-mi spui ce este acest timp. Acum am plecat. Te las cu bine și ne reve- 
dem miine la ora 9,00. 


Întîlnirea a fost: fixată chiar la priscina „Cristal“, una din piscinele 
Poienii mai puţin ag inecat ă, dotată cu toate anexele unei piscine moder- 
ne şi cu o terasă imensă, scăldată, aproape întreaga zi lumină, de razele 
blînde ale soarelui de munte, dar care, din păcate blîndul soare nu ni 
s-a arătat deloc în ziua respectivă, ba mai mult, o ploaie măruntă și rece 
ne-a obligat să nu părăsim interiorul piscinei. La un mome! cai observ 
că din bazinul de înot apare ca o sirenă a mărilor, Florentina — fosta 
mea colegă din generală, acum proaspătă studentă la Industria Lemnu- 
lui. Noi îi spuneam Tina. Depănăm toți trei amintiri școlărești. Cristianul 
Mare, încîntat de noua cunoștință vrea să-i intre în graţii și se dă „mare“ 
Pretinde că eşecul lui de la examenul de ad: kie la T.C.M. este o bi ne- 
facere pentru el. Lui Ñ place natura, muntele, dar pretinde că nici fac 
tatea de silvicultură nu l-ar fi încîntat. Ştie de la tatăl său că inginerii, 
chiar de sînt silvici, stau mai mult în birou decît în pădure. Visul lui 
este să se facă pădurar-vînător sau vînător-pădurar. De aceea și-a ales 
exact și unde va face armata: la Vînătorii de munte. Discutăm despre 
foştii profesori, îndeosebi de cei din generală care ne-au fost comuni, 
Într-o situație vine discuția despre Profesorul, ia meu, care i-a 
al lui Cristian timp de vre-o lună matematica. Lipsea profesorul 


i 
lui pe motiv de boală. În discuție Cristian se „aprinde“ și devine intole- 
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rant, dar frumoasa Florentină îl stinge aruncîndu-l în apă. Ne crescuse 
eratura așa că îl urmăm pe Cristian, Ne relaxăm și totul 
despărțire am stabilit ca în prima zi cu soare din săp stă 


reyedem tot la piscină. Am intuit că, „marele 


Han ar fi i fost în stare's pte să alunge și norii pentru a face să apară 
din a i, Să Ray D Ddată cu soarele spera să apară 

EANO și in timpul ce se eS P S ] lucrase inte Îi 
Florentina. În timpul ce se scursese, Profesorul lucrase intens. H 


—a doua zi la ora fixată, 9.09 — — la biroul lui, între hîrtii. 


— Cum stai cu timpul „matematic“, Profesore? 


ip matematic”. Sincer să-ți spun nici 
ie de timp. Eu m-am referit la timpu 
sim Zilnic pentru preocupări matematice și i-am zis 


— De fapt nu este vorba de ,„ 
nu CUNOSC e a 
ebuie să-l 


Noţiunea de tim p se poate defini, de 
portantă nu este definiția timpului, ci cît şi curh distribuim timpul — 
de care dispunem — diverselor noastre activități cotidiene, și mai ales 
cît din el alocăm un studiului și preocupărilor matematice. 

De e ap în cartea Gîndired algoritmică (Edit. Tehnică, 1982) 
, Solomoi 1 Marcust, acordă un poni larg timpului computa- 


ya 


ul. Ñ- -o recomand. Este interesantă şi mai ales utilă pentru un a 
specialist în domeniul tehnicii ÎN CODEC de zoier, calculatoarelor. « 
tronice etc. Acolo vei întîlni multe idei și teorii care privesc sei de 
timp: 


— M-ai întrebat cum stau cu timpul matematic? O parte l-am folosit 
pentru a redacta acele cîteva exe mple care conțin sugestii privind demon- 
trarea unor teoreme. lată-le, cercetează-le şi, cînd ai observaţii sau 
sugestii sau mai știu eu ce idei, te ascult. Între timp mă retrag în biroul 
meu să-mi mai pun ordine în hârtii. 

Exemplul 1. Suplementele unghiurilor congruente sînt congrue 


Marcus, Solo mon (n. 1925), profesor la catedra de analiză a Facultății de 
tematică, Universitatea București, doctor în științe matematice (1956) cu 
Noţiunea de monotonie la funcții de două variabile, doctor docent în ştiinţe 
67). I s-a acordat în anul 1964 premiul „Timotei Cipariu“ de către Academia, 
Română pentru lucrarea Gramatici și automate finite. Este membru al cø- 
mitetelor de redacție ale mai multor reviste internaționale de matematică 
lingvistică şi poetică, 


Recunoscut drept un remarcabil analist, Solomon Marcus este un cercetător 

u pe stigioase rezi Itate în domeniul Teoriei funcțiilor de variabilă veală, Teoriei 

sdițimilovr, Analiză modernă, Fundamentele matematicii, Lingvistică matematică. 

RETE Marcus este primul cercetător care a studiat tipologia algebrică a 

limbii române. A realizat lucrări de sinteză ca: Lingvistica matematică, Modele 
matematice în lingvistică etc. 


Cu o remarcabilă acuitate de analist, Solomon Marcus ne descifrează, într-una 
ritm impresionant, probleme de analiză modernă, gramatici și automate finite, 
funcții integrabile în sens Riemann, Filozofia științelor etc., avînd aproximativ 
209 de lucrări, memorii şi articole publ icate în limba română şi în limbi de cir- 
culație internațională. 


Al ET, A La aaa. ata A fa A s pia aA 3 = ; . > v s-a ° R KeS X A 
a) Desenăm o figură cît mai corectă și sugestivă pentru a o folosi ducă spre concluzie. Nu trebue să rămînem cu ideea că poziţia figurii 


în această demonstrație (vezi fig. 82). ei edi sau chiar figura în sine care ilustrează o teoremă sau o 

b). Redactăm teore ITR sub forma ipoteză-concluzie. problemă este unică și anume aceea pe care am desenat-o noi sau autorul 

TAN l unei cărți. În cazul de față am desenat unghiurile suplementare într-o 

1. Dacă; MON = FOR poziție convenabilă pentru noi, însă ele pot fi desenate în altă poziție 
A A sel și vor rămîne, evident, suplement re (vezi fig. 83). 

2. MON şi BAC sînt suplementare Exemplul 2. Segmentul care unește mijloacele a două laturi ale unui 


triunghi este paralel cu cea de a treia latură și egal cu jumătatea măsurii 


RI a AS, aa 
3. POR şi DEF sint suplementare 


Atunci: 1. BAC = DEF 
( M 
is 
c) De mi ustrație / 
TATT TIOTITE / Í AI 
AFIRMAȚII ' ȚUSTIFICĂRI fi | / a 
f f mA K 
ZA . A - . f t mai 
1. A este suplementul lui O 1. Dat prin ipoteză / M a 
A A Zu ie E J ji a 
2. m(4) + m(0) = 180° 2. Definiția suplementului unui En A 
unghi fir. 28 
A ô 7 i Es J9 
3. E este suplementul lui 3. Dat prin ipoteză ; > 
d Sn ps “R F a) Ipoteză: 1) ABC, triunghi oarecare 
4. m(E) + m(Q) = 180° 4. Definiția suplementului unui 2) DA = D „+ EC=EB 
unghi b) Concluzie: 1) DE || 2 
; ala a ` i A 
5. Rezultă că: 5. Proprietatea de tranzitivitate 2) DE == AG 
A A A A ari 2 
m (4)+m (0) =m (£)+m (9) a egalităților c) Construcţia figurii (vezi fig. 34). 
A A 
6. Dar m(0) = m(0) 6. Dat prin ipoteză 
A A 
7. Rezultă că: m(4) = m(E) 7. Rezultă din scăderea egalită- 
ților 6 din 5 
Sa, A r a e doi 
8. Atunci A = E 8. Conform definiției unghiurilor 
congruente Ad 
Atragem atenţia că figura folosită în această demonstrație a fost iig. 34 
A frate ` an cât e3- anoareze: ce + > > să AS A ci aa A 5 E 
desenată într-o astfel de poziție încît să sugereze cel puțin 9 idee care să Prelungim segmentul DE. Fie F un punct ce aparține dreptei DE 


stfel încît DE = EF 
7 f f By Demonstrație 
N 4 f 
/ / PA AFIRMAȚII JUSTIFICÂRI 


/ / I 7 x Fan : 3 
/ / L. DE = EF 1. Teorema de existență a punctelor 
£ WA N / 2 EC =EB 2. Definiția mijlocului unui segment 
A Q M D E Q P = AN L 
3. BED = CEF 3. Definiția unghiurilor opuse la vîrf 


lig. 32 4. AECF = AEDB 4 EVE 
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(pel 
= 


5 ECE= EBD 5. Di 
5. ECF = EBD 5, Din de 
ghiurilor 


C] 6. Teorema: ECH 


ue, interne 
7, AD = 7. Definitia 
8. DB = CF 8. 4 
„AD = a F 9. 
Ah 4 DFC : 


Cr ngruența 


10. Teore ma; 


2 Definiții 
JDE] | Ci Deliniţia 
A DE = 12. Definitig 
n A A~ Bf. ~ rys d 
13. AC = 13. Teorema: 


14. Operații cu 


7 E7 
E Xe piri 
atunci ungh 


ale unui trit 
sînt 


latas 
iaturi 


e opuse acestor laturi 


3 aR. R a 
a) Ipoteză: 1) A] ighi 
2) AB AC 


b) Concluzie: ABC = ACB 
c) Construcţia figurii 


d) Demonstraţie 


z 
D 
d 
Pt 
è] 
Qə 
ta 


mijlocului 


Proprietatea 


urile 


parale O 
adunării < 

înt T-unN 
laturile opuse sînt 


sezmente, 


AFIRMAȚII JUSTIFICÂRI 


C tat ea 


2. Propri 
3. Cazul LUL. 


SeA DRU Dn 
fig. 89 
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A 
t 
va 
A 
wW 
© 
et 
Fe 
= 
pa 


4, Definiţia CONU 


(e 


par: ale 


coneruei R 


alterne 


-© 


or 


unui segment 
triunghiuri] 
de tranzitivitate 


opuse paralele 


Exemplul 4. Dacă două unghiuri ale unui triunghi sint congruente 


ci laturile opuse lor sînt congruente. 
a) Ipoteză: 1) ABC triun ghi (vezi fig. 35). 


Demonstrație 
apti LS : : CÈ i 
Deoarece ABC = ACB, BC = CB şi evident AC ; atunci 
AABC = A ACB, conform cazului U.L.U. De aici ce pat à AB = AC 
COTERON ale triunghiului. 
4 sînt într-o relație 
le ref 


pay ri 


fiind 


teori deosebită. Relația 


zat dacă ormulăm 


r 
Pi 

© 
m 
bi 
vJ 
[si 
A 
= 


Teorema 3. 


Teorema 4. Se 
Aceste 

Atragem atenția că 
r Atunci... 
Am observat că ipoteza d 
din teorema 
că una este re 


teoreme se 


t preze ntată 
ȘI reciproc a sa. 


recoma 


este 
la teorema 3 rin CO 


sb forma dack.. 


PETE 


ncluzie în teorema 4, 

devine ipoteză în teorema 4, motiv pentru 
iproca. celeilalte. Se poate int împla destul 

proca unei teoreme adevărate să fie falsă. 

i reciproca ei sînt ambele adevărate, le putem com- 

ră teoremă utilizînd expresia dacă și numai dacă. În 


Je 3 și 4 în uri 


e 
a 
> 


de des ca ret 
Cînd o teoi 


tr-ọ sing 


ap 


A 
bina În 


putem combina teoreme aătoarea: 


dacă Și numal dacă 


Ai 


AC = AB; 
strate, și exemplele sînt inte- 
concluzie, rezultă că trebuie să 
fel încît să desprindem din 


C 
sante, dar mai plauzibile. În 
iransformäm datele enunțate de ipi 
pe acelea care formează conc 
Am observat că ai isa 
anume, pe reformularea 
care este zpote za și care este 
rezultă O 


este foarte important, și 
n aşa fel încît să se vadă foarte exact 
luzia ce trebuie demonstrată. De aici 
trebuie respectată şi anume: se va 

vor putea fi formulate fără nici un 
buie să facem ca ipoteza să intervină în 
ne-ar folosi la nimic să afirmăm în 
irmaţie nu ar fi folosită în ratio- 


fes, 
O 


pe ceea ce 


Q 


once 


exersa pină cind în tea ȘI € 
fel de ezitare. Si încă ceva. I 
întregime în rationament, 
ipoteză că un fapt are loc dacă acea ai 
nament. 

— Mă bucur că ai sesizat aspecte interesante şi că chiar le-ai formulat 
în termeni accesibili. Am omis însă formularea unei cerințe aproape 


caci nu 
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analoage asupra căreia trebuie să atrage m în mod deosebit atenţia, 
ea fiind, de regulă, de cele mai deoseori uitată. Este vorba de cunoașterea 
şi definirea, c m mai riguroasă a noțiunilor folosite în redactarea demon- 
strațiilor şi rezolvarea problemelor. 

Această d 4 derivă din realitatea evidentă, anume aceea că nu se 
poate opera și ațio na Cu noțit imi a căror descriere sau definiție nu o 
stăpânii, chiar dacă acelei noțiuni sau definiții îi sesizăm ne eee Isa, 
între a nu cunoaşte o definiţie şi a o cunoaște dar a nu o face să intre 
în raționament nu există nici o deosebire. 

îste deci evident că trebuie să cunoaștem în detaliu definiția rigu- 
roasă sau descrierea cît mai riguroasă a oricărei noţiuni pe care o 
întîlnim, şi să o facem să intervină în raționament. 

Aici doresc să aduc un ex xemplu, enunțind următoarea teoremă: 

Locul geometric al punctelor egal distanțate de laturile unui unghi 
este o semidreaptă numită bisectoarea ung hiului (vezi fig. 36). 


A tel 


je trebui, de la început, să ne punem următoarele întrebări: 


ii ng 
r 


Ce întelegem prin loc geometric? 

a u a răspunde la această întrebare 
mediatoarei unui segment. 

Mediatoarea unui segment dintr-un plan este mulțimea punctelor 
planului egal depărtate de capetele segme: tului (vezi fig. 37). 

Pe scurt, spunem că punctele mediatoarei d sînt caracterizate de 
condiția: PA = PB echivalentă cu co adiţia QA = QB sau cu RA = RBa 

Asemenea condiții înc deplinite” de anumite mulțimi de puncte etc; 
nu apar numai în teoreme, ci şi în definiții. 
cu centrul O și rază y este prin definiție locul 


să ne reamintim de teorema 


De exemplu, sfera c 


geometric al tuturor punc telor M din spațiu care îndeplinesc condiția 
OM =r. Spunem deci că sfera e caracterizată de condiția OM = 7: 
di 
TA AP 
IN 
/ z” ra Pui pă 
j T i 
IA i o 
MA A j i B 
ai Zr W j 
j > A N | 
j N ~ N 
/ TA W i 
Z A N | 
j s N 
d a 4 | d 
Wa i | | A, 
PA aa d NZ 
PTEE, A M" u B È 
fig. 3 fig. 37 
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— Dragă Profesore, consider că în definirea locului geometric este 


strict necesar să nu omitem nici cel mai neînsemnat element. Formu- 
larea lui, dacă nu înde plinește anumite condiţii, poate deveni confuză 


și eronată. Să nu ne lăsăm deci iad SE capcanele labirintului. 


Atenţie: În figura 38 orice punct al lui OC este egal depărtat de 
punctele A și respectiv B, dar se; iată QC nu este caracterizat de 
condiția PA = PB, deoarece condiția este satisfăcută de multe puncte 
care nu se află pe seg zmentul OC și anume de toate punctele dreptei 
CD(D € CD, Q e CP, PeECD, MeCD, Ceh). 

Acesta este, motivul pentru care o teoremă sau o problemă de loc 


geometric se împarte de obicei în două părți: 


Pa 
A 
SF | n 
oj; $ AE 
BAA deee 
KA — M 
A PaT 
— 
D B 
fig. 38 
Orice punct al mulțimii ce determină locul geometric satisface 


condiția dată. 

2. Reciproc, orice punct care satis 
ce determină locul £ aom căutat 

lată deci că numai respectînd condiţiile t și 2 putem spune că am 
înțeles exact ce este un loc geometric. 

Şi acum să vedem a doua întrebare. 

Ce înţelegem prin distanţa de la punctul M la laturile OA şi OB ale 
unghiului ACB? 

“Răspuns. Este lungimea perpendicularei dusă din punctul M la 
laturile OA respectiv OB ale unghiului. Fiind clare răspunsurile la aceste 
întrebări, definirea noțiunilor ce intră în enunţul teoremei sînt și ele 
clare, și atunci enunțul teore eme se reform ulează astfel: 


Ipoteză: 1) MO! TOW = (0) M” (vezi fig. 36) 
2) MM" LOM’ 
3). MM” LOM” 

Concluzia: 1) MM' = MM” 

Putem spune că avînd drept model exemplul dat, am clarificat 
sensul regulii pe care Pascal o pune la baza oricărei idei sau teorii logice 
si anume: 

Trebuie „să Ter definițiile în locul obiectelor definite“, la 
care am mai putea adăuga că este chiar necesar să folosim toate părțile 
definiției cînd gingasia $ se compune din mai multe părți. Tre buie, de 


face condiția dată este în mulțimea 
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[ 
| 
| 


asemenea, să fim atenți, deoarece definiția aceleiași noțiuni poate, 
adeseori, să ia mai multe forme, iar noi trebuie să o alegem pe cea mai 
comodă iai scopul ce-l urmărim. 

Așa cum ne-am exprimat referitor la ipoteză, trebuie să transformăm 
datele ei în așa fel încît să punem în evidență concluzia. Uneori găsim 
imediat teorema care să ne permită să efectuăm această transformare. 
Alteori, dimpotrivă, trebuie să trecem prin mai multe trepte interme- 
diare. În exemplul ce urmează vom observa fazele prin care trece ipoteza 
spre a se apropia cît mai mult de concluzie. 

Vom demonstra teorema: 

În orice triunghi, unei laturi mai mari i se opune un unghi mai mare 
(vezi fig. 39). 


AC astfel 


n pe AB, lungimea AD 


i 


că pun 


9 


fig. 3 


Ipoteză: 1) segmentul DA se află în prelungirea segmentului BD 
(1) 2) AD = AC 
N 


Concluzie: 1) ACE > ABC 


bservăm că noul triunghi ADC în care AD = AC este isoscel și 
deci are unghiurile de la bază congruente. Aceasta ne permite să dăm 


ipotezei o nouă formă. 


ipoteză: 1) segmentul DA se află în prelungirea segmentului BD 
a DA SS E 
(2) 2) ACD == A, 


3 A : SI sri SN, ZN 
Coneluzie: 1) ACB = A {DÈ -- DCR, dar și ADC = ABC + BCD, 
aceasta conform teoremei ref eritoare l la paghi exterior al unui triunghi. 


Din ambele relații deducem: ACÈ = {Bè + 2BCD > ABC, qed. 
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opriți în loc, în cursul unei demonsti ați 


ltat PE p Ni de transformări. 
— În acest șir de td evoie să fim atenţi ca nici © 
rte a ipotezei să nu rămi i sau să fie pără sită. Ne putem 
ge de aceasta, Wipo dacă noua ipoteză este echivalentă cu cea 
nterioară. i 
În teorema noa; tră observăm că forma 


Am ajuns deci la rezul 


Se 
orr 
Na 


CONVIN 


ntă cu 

Singur: iți a 
N i 
ACD =A] € si triunghi cele două re lații 
se implică ună laltă. dx teza pate fi deci substituită ipoteze 


este același lucru. 

că ori de cite ori ne vom afla 
i „va trebui să ne întrebăm dacă 
ceastă situație nu se datorește fapti alui că am pierdut pe parcurs o 
parte din ipoteză sau că' transformările făcute au dus la relații neechi- 
valente. 

— Tot ce s-a atirmat pînă acuma este bine venit. Am analizat 
ipoteza pe toate părțile, iar concluzia am dat- -o uitării. Nu crezi, dr apil 
meu, că și concluzia ar avea un cuvînt de spus, duden astfel o mîn 
de ajutor spre a o pa desc i mái uşor? 

— Dacă susţii așa ceva, înseamnă că ai-auzit nu o dată cum strigă 
concluzia: nu transforma ți ipotezi za pentru a o apropia de mine, e prea 
greu, mă plictisesc aştept înd pînă ce ajungeţi la mine. De ce nu observa ți 
că este mult mai avantajos să operați asupra mea. Înlocuiți-mă cu altă 
concluzie echivalentă cu mine, care mă im plică pe mine, concluzie care 
veți vedea că se deduce mai ușor din ipoteza dată. Poţi să demonstrezi, 

Profesore, că ţi s-a întîmplat așa ceva? Dacă nu, eu nu sînt dispus să te 
cred nici dacă- ți dai cuvântul de onoare, căci m-am ars odată. Eram 
prin clasele mai mici. Nu-mi făcusem tema și am copiat-o repede în 
pauză de la un coleg. L-am întrebat: Eşti sigur că e bine? — iar el 
mi-a răspuns: crede-mă pe cuvint că așa este. Profesorul m-a ascultat. 
Am știut destul de bine la ascultare, dar cînd să-mi pună notă i, îmi cere 
și caietul de temă în care vede abili, < u Pie ina rezolvată greșit. 
Crezînd că n-o știu, mă pune să o refac la tablă. Cu cîteva poticneli am 
scos-o la capăt. Dacă o făceam acasă nu era "pe ai, că în mod sigur e 
rezolvam corect. Am luat o notă mai mică dar am învățat ceva: 
nimeni pe cuvînt, fă-ți timp și 
bil de ce ai făcut. 


(1) și deci a o CA pe oricare din í 


Ca o recomandare, se poate 


În matematică, nu mai crede pe 
convinge-te singur, că numai așa vei fi sigur și responsa 
Deci onea ti af irmaţia, re faca. 

— Sînt sigur că ţi-a prins bine întimplarea. Ai ia de mic un 
adevăr incontestabil. Tema nu se c o piază, ci se tace pe baza propriului 
efort, căci altfel nimic nu ai de cîştigat, ba mai mult, te păci ăleşti s i al 
Și apoi, așa cum spui, te-ai convins la vreme că nici o afirmație mate 
matică nu trebuie crezută fără a fi demonstrată. 


— Bine mi-a prins — ceva mai tîrziu — nu pot să neg, dar în ziua 
respectivă sincer să fiu nu mi-a prins deloc bine. Vreau să văd acum, 
Profesore, cît de bine îţi prinde că nu te cred pe cuvînt. 

— Nu mă a) r convinge-te, urmărind cu atenție cum în 
problema ce urmează, transformarea concluziei este foarte avantajoasă. 

Dacă dintr-un punct | M, situat pe cercul circumscris unui triunghi 
ABC, coborim perpendicularele MP, MO şi MR pe cele trei laturi, 
picioarele acestor perpendiculare sînt coliniare (vezi fig. 40). 


x s 


A 


N 
r 


Demonstraţie. Pentru ca punctele P, Q, R să fie coliniare va trebui 
x say a RAI A EEN al A 
să arătăm că unghiurile opuse la vîrf BPR şi CPỌ sînt congruente. 
Ipoteză: 1) Punctele A, B, C, M sînt conciclice 
2) MP, MQ, MR sînt respectiv perpendiculare pe 
BC, CA, AB 


Ae 1) BPR = CP 7) 
za 
Din BRă = za = 90° rezultă că patrulaterul BRMP este, in- 
JN 
scriptibil și avem că BPR = BMR. 
La fel, patrulaterul QCM P este ie BOD și avem că CPQ = CMQ. 


a. fi deci suficient să stabilim că 1:30: MR = Eu și problema este 
ezolvată. 
bservăm că prin raționamentul anterior concluzia inițială a fost 
înlocuită cu alta, a-cărei demonstraţie este, evident, mult mai simplă, 
și răspunde exact acelorași cerințe solicitate de problemă, concepută în 
varianta dată inițial. Deci vom avea 


Ipoteză: 1) Punctele A, B, C, M sînt conciclice 


MP, MO și MR sînt respectiv perpendiculare pe BC, 


CA şi AB. 
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Concluzie: 1) BMR MR = EM MO 

Desigur, și în această situație va trebui să ne convingem că noua 
concluzie reprezintă același adevăr ca Și cea inițială și că ea, deși mult 
mai simplă, nu ne cere să demonstrăm mai mult decît cea dată — în 
afara cazului în care noua concluzie este mai cuprinzătoare decît cea 
dată, însă tot atît de exactă. 

Este important să sesizăm că multe teoreme pot fi enunțate în forme 
diferite. De asemenea, întîlnim cazuri cînd propoziţia contrară unei 
propoziții oarecare este echivalentă cu reciproca aceleiași propoziții. 

Aci amintim și metoda de demonstrare numită prin reducere la ab- 
surd, care constă în a arăta că presupunînd ipoteza adevărată și în ace- 
lași timp concluzia falsă, ajungem la o contradicție. Deci concluzia nu 
poate fi falsă, ci adevărată. 

Indiferent de tipul propoziției de demonstrat, va trebui să ajungem 
piin raționament Ja găsirea diferitelor forme echivalente pe care le poate 
lua aceeaşi propoziţie și, evident, este necesar să le analizăm spre a o 
putea alege pe aceea care convine cel mai bine demonstraţiei, adică 
„Trebuie să dăm problemei o formă care să facă întotdeauna posibilă 

rezolvarea eit“. 

— Acum te cred, iar în citatul său, Abel! a spus un mare adevăr. 
Dacă reușim să găsim cu ușurință diferite forme sub care poate fi pusă 
problema ce urmează să fie rezolvată, atunci vom reuși să rezolvăm cu 
aceeași ușurință o întreagă varietate de probleme sau să demonstrăm 
diverse tipuri de teoreme din domeniul geometriei elementare, bazîndu- 
ne pe raționamentul logic deductiv. 

Se întîlnesc totuși des stule teoreme sau probleme care la prima vedere 
par inaccesibile sau foarte grele, deși în realitate ele pot avea soluții 
ioarte simple. Soluţiile lor nu depind numai de raționamentul deductiv 
pe care l-am analizat și aplicat pină acum, ci impun folosirea unor mij- 
loace speciale de transformare care nu mai constau în locuirea unei 
propoziții cu una echivalentă mai comodă, ci în a trece de la anumite 
proprietăți ale unei figuri la proprietăți corespunzătoare ale unei alte 
figuri în care raționamentele sînt mult mai accesibile, mai puţin sofistica 
te comparativ cu cele aplicabile figurii iniţiale. 


1 Abel, Niels Henrik (1802—1829), matematician norvegian cu contribuții 
originale în teoria generală a ecuațiilor și teoria grupurilor (grup abelian). 
A descoperit diferite tipuri de ecuaţii rezolvabile prin radicali, numite ecuații 


x 
abeliene. A dat celebra teoremă asupra unor integrale de torma | f (x, y) da 
a 
numite integrale abeliene. A arătat că ecuatiile algebrice de grad superior lui 
patru nu admit, în general, soluții exprimate prin radicali etc. A murit tînăr, la 
27 de ani, răpus de o boală datorată condițiilor materiale precare în care a trăit. 
Contribuțiile sale sînt cuprinse în cîteva memorii „unele apărute postum: Mémoire 
sur les Equations algébriques ou on démontre l'impossibilité de la résolution de 
Véquation générale du cinquiéme degré, Recherches sur les fonctions elliptiques. 
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a E EN 


dee A pro 
t transformarea 
vantajos să tran; 


„£ 
nSt ormărilo T 


poe 


Ac casta se 


omotetie 


-- ia ti pui ile 


zi pu Cn 
mverstunea, Î i 


dreaptă a figurii „da 
rmări Se sin 


3 mult demo me, cât ȘI rezo 


omotetie (as 


itele propriet 


fig. 41 


Îi dăm formularea: 
Să se găsească drumul cel mai scurt dintre punctele M’ şi N" 
intersecteze starile unghiului AOB. 
2. Afirmaţii: Dr umul cel mai scurt dintre două puncte este linia 
dreaptă care le uneşte. 


mină nvartanie 


2u, l oait € 


Deci, unind punctele M' și N' găsim poziția punctelor P şi 


mde dreapta M'N' va intersecta laturile unghiului dat. 


O şi respec 


itia punc ictelor 


ice . M 


Justificări: 
MP = M'P, simetrice față de axa OB 
PO = PQ, proprietatea de reflexivitate 
ON = ỌN", simetrice față de axa OA 
Rezultă că: 

MP +- PQ 4 
Deci linia frîntă 
Să presupunem 
erută de problemă. 


că mai ie 
Fie ace 


„ Datorită 


putem scrie: 


înd punctele 


SN” 


Exemplul 2. Fie A şi B două puncte distincte exterioare unei drepte 
d şi de acecași parte a ei. Să se găsească linia frîntă AMN B de lungime 


minimă știind că MNed și are o lungime dată. 
3 . `~ s y . 
Soluţie. Se aplică punctului A translația T> de vector v = MN şi 
i r 
se obține punctul A’; AA' = 
N astfel ca linia frîntă A'N ad 
rezolvată şi facem construcție 


MN. Problema se reduce la a găsi punctul 
NB să fie minimă. Considerăm problema 
a ca în fig. 42, 


N AA 
N pr 
N a se Pa 
: N fi $; a 
N 
9 N 
Ia pa 
pă Sna 
A 
fig. 42 


Drumul cel mai scurt de la A’ la d este segmentul 4'0.1d, deci N 
trebuie să fie cît mai aproape de punctul O. Unind A” simetricul lui 
A” față de dreapta d cu punctul dat B observăm că A”BNd = N. 
care este punctul căutat deoarece OA”N = 0A'N. Punctul N fiind sta- 
bilit putem găsi cu ușurință și punctul M și deci linia frîntă căutată 
este AMNB. 

sxemplul 3. Fie ABC un triunghi ascuţit unghic. Să se arate c 
punctele A,. Bı, Ca care îndeplinesc simultan condițiile 


1) 4,E4B:; BieBC; CG ECA. 
AB; BCA | BCE: Ci 14 LCA. 


că există 


2AB ILA 


Demonst traţie. Considerăm că punctul A, se află pe AB na 
în A’; iar B, pe BC, în poziția B’ astfel înci it A'B' | AB (vezi fig. 43). 
Ducem B'M_.BC şi A'M LAC şi găsim punctul M care îndeplineşte 
condițiile lui C, în afară de condiția de a fi situat pe latura AC conform 
ipotezei. Mișcăm punctul A' pe latura AB așa încît M să ajungă pe AC 


G2 


wa 


fig. 


iar A' își va găsi poziţia A, cerută de ipoteză. Observăm că noua figură 
BA, 
BA’ 
Omoteticul lui M va fi M, aflat pe dreapta BM. Deoarece el trebuie să 
fie și pe AC îl luăm întîi pe C, la intersecția lui BM și AC și refacem în 
sens invers. Ducînd apoi din Cı perpendiculara pe BC o btinem B; și 
apoi pe A. 
Exemplul 4. Fie cercul €(0, r) și coardele PỌ şi MN ca 
R. Să se demonstreze că dreapta dusă prin R per pendic ulară pe OR întil- 
nește coardele PO şi PM în puncte simetrice față de punctul R. 
Demonstraţie. Considerăm simetricul triunghiului NRQ față de OR 
(fig. 44). 


este omotetică cu prima avînd raportul de omotetie k = 


e se taie în 


Mais A U aieas Patrulaterul E este Pasy ag 


ai 
(KMP = KON = RQ KON’). Rezultă că Q'RA =ỌQ'M? IMP = = QÈ = GOR R, 
iar RA || ỌỌ' şi atunci avem RA=OR. Deci RA = RB, adică punctele 
Aşi B sînt simetrice față de R, q.e-d. 
Exemplul 5. Fie triunghiul ABC, isoscel, care îndeplineşte condițiile: 
AB = AC, aaa D este mijlocul laturii BC, punctul E este picio- 
rul perpendic ularei din D pe AC şi F mijlocul segmentului DE. 


Să se demonstreze că AF1 BE 
Demonstraţie. Din AB = AC rezultă că triunghiul ADC este drept- 


unghic (D = 90%). Unind punctul D cu M, mijlocul lui EC (fig.45) 
avem DM | BE. 
Problema revine la a demonstra că AF1 DM. Dar observăm că AF 


şi DM sînt mediane omoloage în cele două triunghiuri dreptunghice ase- 


menea EAD şi EDC. Rotaţia de centru E și unghi a = 90° a unuia din 
triunghiuri le aduce în poziţia de a fi omotetice, deci toate laturile lor 
omoloage vor fi perpendiculare. 


Observaţie. Din rezolvare observăm că tratarea problemei prin metoda 
omotetiei prezintă avantaje sin plificînd mult caic alele. P ropunem citito- 
rului să rezolve aceeaşi problemă și pe cale sintetică și atunci singur va 
sesiza avantajul omotetiei. 

Exemplul 5. Se dau trei cercuri, 0, 03, 03, tangente două cite dou: 
și avînd aceeași linie a centrelor (vezi fig. 46). Să se e denon are că cercu 
24, tangent celor trei cercuri are m: sur a di mėtr ului egală cu distanța 
de la centrul său la diametrul celor trei cercuri. 

Demonstraţie. Aplicînd inversiunea de pol A și putere A Bi AC SIRE 
vor avea loc urm: ătoarele transformări: a) Cercul (2 se transform 
el însuși; b) Cercul @, se transformă în dreapta d ı perpendiculară pe 
< în punctul @; c) Cercul €, se transformă în dreapta da perp icu] 
AB în punctul 2 cercul C; într-un cerc @ tangent cercului e, Şi 
isi telor dı și st diametrul egal cu diametrul BC şi distai 
centrului la i denis 1] AC egală tot cu BC. 

Observăm că cercurile €, şi 2 sînt omotetice într-o omotetie de ceniru 

Raportul razelor lor cît și raportul distanțelor centrelor la AC sînt 


ă în 


pe 53 


cerc ale 


t 


ta 


egale între ele. Din R': Rd: d 


4 


iyami, blul 6 Tais ER ERD ONT A A 
Cey ul 6. Intr-un patrulater convex în cris în Cerc, produsul dia- 


EEY sate aga] A E i ȘI / 
gonalelor este egal cu suma produselor laturilor opuse (teorema. lui 


Ptolemeu!) 


a) -(Cnmaty 
aj Consi 


scriem încercul @(O, r) patru on oarecare ABCD. 
em diametrul BM și considerăm punctul N pe pre- 
rea acestui diametru (vezi fig. 47). Construim pri N dreapta d LBN 


a TON AETA A T R 
rin punctul B du 


PN PARI aN 
Q) etala ; 


1) Se dă cerc 


AB: DC++ AD: 


Considerăm inversi putere k = 


1 Ptolemeu, Claudiu (90—168), matematician și astronom £ 
11 teoremei ce-i poartă numele. A trăit în Egipt îîngă Alexane 
Dra sa operă numită Almagest (Marea e eiapotule), lucrare 
mie, trigonometrie plană şi sferică şi geome tata, În Ah 
asversalei (Menelau) care din acest motiv a fost inițial atri- 


descoperi- 
Ec anora 


a și Planisferium, Ptolemeu dă teoria proiecției ortogonale 
respectiv proiecția stere 
ucrârea Geografia apare id 


ut expuse teoria oglinzilo 


u e ; i i a 
afică. A întocmit cataloage de stele. 
ii coordonatelor geografice, iar în Optica 
și reflexiei luminii 


utili 


—> — h — 
care se găsesc la intersecţia dreptei d cu razele vectoare BA, BD și BC. 
Între segmentele A'C”, A'D’ şi D'C’ determinate de punctele A', D’, C 
pe dreapta d, vom scrie relația: 

A'C'= A'D' + DO. (1) 

Deoarece A' = g (A), şi D' = 3(D), vom avea: 
BA: BA' = şi 
BD- BD'=h 


= 
pa 


Deci: 
BA - BA' = BD. BD! şi deoarece AA BD-AA'BD' va rezulta că 
BD AD : 7 ADBA c. AR 
Ss eci 4 = i aa a a = 


și în mod asemănător 


ARC: 


relația din enunț, adică: 
AC: BD = AD- BC + DC-AB. 


Observaţie. Dacă patrulaterul nu este convex, egalitatea din enunț 


devine inegalitate, adică AC- BD < AB: DC + AD: BC care se de-l 
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duce aproape analog după o investigare prealabilă a noii condiții pusă 
ipotezei. 

— Exemplele alese sînt foarte interesante și ele ilustrează cum nu se 
poate mai clai, că o metodă de rezolvare sau demonstrare este perfectă, 
dacă putem prevedea —și evident dovedi — că aplicînd acea metodă 
ne vom atinge mult mai ușor scopul, decit folosind alte metode. 

Referitor la observația ce o faci și anume: Dacă patrulaterul nu este 
convex, egalitatea din enunț devine inegalitate, adică: 

AC- BD < AB: DC + AD: BC, 

vreau să fac mențiunea că dacă era formulată altfel adică, de exemplu: 
Dacă patrulaterul nu este convex ce devine egalitatea din enunţ? Între- 
barea, dacă este pusă în acest fel, cred că teorema ne stirneşte curiozita- 
tea, și devine mai interesantă. Întrebarea ne obligă la o investigare, 
care ne îndreaptă paşii spre descoperirea relației de inegalitate, Tu ai 
oferit-o ca pe un dar, însă în matematică tot ceea ce se oferă în dar nu 
este de preț, chiar dacă unii în momentul respectiv îl preţuiesc. Totul 
trebuie dobindi! cu truda minții și cu efort de voinţă. Atunci simţi ade- 
vărata izbindă. De asemenea satisfacția este tot atît de mare atunci cînd 
ai reuşit să descoperi cu ușurință metoda cea mai simplă și rapidă de 
rezolvare. În afara faptului că ea este frumoasă, este şi economicoasă 
(mă refer la timpul de rezolvare) şi acest lucru este foarte important 
cînd participi la diferite concursuri, Te poţi convinge singur dacă vei 
rezolva exemplul 5 aplicînd relațiile metrice sau metoda analitică. Vei 
vedea dezavantajul acestor metode în favoarea inversiunii combinată 
cu omotetia. 

De fapt, eleganța și rapiditatea soluțiilor date prin transformări s-a 
confirmat în multe tipuri de probleme. Am observat că în rezolvarea 
problemelor de loc geometric aplicarea acestor metode este deosebit de 
fertilă. 

Reamintim că numim loc geometric mulţimea punctelor din plan 
sau.din spațiu care au o aceeași proprietate. Rezolvarea problemelor 
de loc geometric constă în următoarele: 

a) Stabilirea existenței unui punct care posedă proprietatea dată, 

b) Se consideră punctul care posedă proprietatea dată şi se stabi- 
lește apartenența acestui punct la o mulțime de puncte F cu aceeași 
proprietate. 

c) Se verifică dacă orice punct al mulțimi F posedă proprietatea dată. 

Mulțimea de puncte F este locul căutat deoarece: 

— orice punct care posedă proprietatea dată aparţine în mod necesar 
mulțimii F, 

— este suficient ca un punct să aparțină mulţimii F pentru a avea 
proprietatea dată. 

Uneori vom constata că nu este acceptată întreaga mulțime F ci 

umai o parte F a acesteia. În continuare, iată cîteva exemple de loc 
geometric. 
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7 — Prin labirintul geomtric 


Consider că dacă ne-am însușit modelul ce l-ai dat este suficient să. 
gîndim după el fără a mai face menţiunea scrisă referitoare la gruparea „al punctului A 
elementelor — din motive de economie de timp și spaţiu. După același 4 TB AN UA n 5 geometric al proiecției M a punctului 
model am să prezint și eu cîteva probleme de loc geometric în rezolvaz fa pa E R BA, cînd dreapta AA’ se roteşte în jurul punctului A 
rea cărora intervin transformările geometrice. Le găsesc interesanteil | Tee aa Sail | 
dar mai ales cred că dacă am abordat acest tip de probleme și urmărim aa dt ka că simetricele punctului A față de punctul mobil A’ de 
rezolvarea lor prin transformări geometrice găsesc necesar să consolidăm ur ta A i află PS dreapta d” Care este simetrica dreptei d față de 
cel puţin în parte metoda aplicată. lată exemplele: ai i al are e natiune A triunghiul isoscel ABA}, este con- 

A : sruentă cu înălțimea 4,4, a triunghiului AB, etice : 

9. Se dă triunghiul dreptunghic ABC cu A = 90%. Pe laturile AB] care:reprezintă distanța dintre i ied al da Papi punctul 14; 
și AC se construiesc pătratele AGFB și AEDC în exteriorul triunghiului F PREA E D E 
(vezi fig. 50). Știind că punctul A este mobil, iar B și Ç sînt fixe, să 'se 
determine locul geometric al punctului M =FG U DE. | 

Unin: punctul 4 cu M și deducem că triunghiul AGM este congruentă 


d în punctul B. Se uneşte punctul B cu simetricul A 
față de A’. Să se determine locul 


A $ 
cu triunghiul ABC (G =90°, AB = AG si AC = MG). Rezultă căi 
dreapta MA 1 BC şi MA = BC. Ca elemente mobile avem punctele 
A, M şi segmentul AM. Elementele fixe sînt: punctele B, C și segmentul 


BC. Elementele constante sînt BC = AM 


3 $ C 
fig. 50 


Locul geometric al punctului A este, evident, semicercul de diametr 
BC şi simetricul acelui semicerc față de BC. 

Locul geometric al punctului M, cerut de problemă, se obține di 
locul geometric al punctului A printr-o mișcare de translație de vecto 
BC după direcția perpendiculară pe BC și în sensul convexității semi 
cercului BAC. Deci el va îi tot un semicerc de diametru PO congruen 
eu BC şi paralel cu acesta, și simetricul acestui semicerc față de diame 
trul PO. | 

10. Fie a, distanța dintre dreptele paralele d și 4! şi un punct fi 
A œ d. Prin A se duce o dreaptă variabilă d, astfel încît dy n d! = A 
În acest punct se ridică perpendiculara pe AA” care intersectează dreapt 


4 la: > P Ivas > x 
Elemente fixe: Punctul A, dreptele paralele d, 4! si d". Elemente 


nobile: punctele M, A’ şi A+ şi deci dreptele AM si AA Elemente 
onstante: segmentul AM, distanţa dintre dreptele paralele d, d, dn 
Rezultă că locul geometric al punctului M este cercul le ei în 
| și de rază 24. ti stai i e: 
l1. Pe cercul 2(0, r) se consideră punctul fix A și punctul variabil 
Wl, Construim simetricul punctului O (centrul cercului) faţă de 4 ee 


A m r s3 „i teirm ] i 
wtăm cu O”, și simetricul punctului A fată de M pe care-l notăm cu 
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A”. Determinați locul geometric al intersecţiei notată cu P a dreptelor 
O'M și OA’ (vezi fig. 52). 

Solutie. Elemente fixe: mo tul O (ceħtrul cercului 2(0, 7) punctul 
A € 8, punctul O’ şi punctul 0” diam ietral opus punctului fix A. 
Me, punctul P =0'M N 0A’, de 


Elemente mobile: Pe, 
A” şi OA' sînt tot mobile. 


unde rezultă că şi OP, O'P, 
nente constante: 00” = AO’ = 40 = =y. Deoarece AA’ =2AM, 
punctul A” descrie un cerc de centru O” şi rază A0” (0” este punctul 
; tral opus lui A). Aplicînd teorema lui Menelaus triunghiului A4'0 
“de transversala OMP obtinem OP =—2/3-04'. De aici 
rezultă că deoarece OP fiind element mobil, şi de măsură OP = 2/3 04”, 
deci constantă, ae P descrie un cerc, omotet ticul celui descris de 
punctul A” în omotetia de centru O şi raport 23, 


dian 
inte 


i trudit la problemele prezentate, 
isa cum îți spuneam, în matematică este es ențial să dobîndeşti totul 
minții susținută de o voință tenace Atunci simți adevărata 

reţinut această idee chiar dintr-o mă irturisire de-a ta con- 

ECRET“. Am săvirşit 
a senzația unei izbînzi 

după ce am conceput ate două probleme pentru culegerea (Transtor: 
mări geometrice, auto ri, Laurenţiu Duican, Ilie Duican, Ed. Șt. și 
Enciclopedică) proiectată în colaborare cu tata, am o senzație unică... 


Așa da, amice. Se vede că 
cu truda 

izbindă. Am 
semnată în caietul pe coperta căruia scrie 
indiscreţia, am deschis caietul și am citit: 


— Destul, destul, Profesore. Eşt 


i cam indiscret, şi mă rog, dacă 
ti-a stîrnit curiozitatea, ce altceva al m 


ai citit în caietul meu cu secr ete 
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— Mi-a ajuns atît și n-am mai citit nimic, Notaţia aceea am conside- 
rat că nu trebuie să rămînă un secret. 

— Văd că-ţi face plăcere să umbli prin caietele ce conţin secrete și 
chiar să le divulgi ideile. Mă întreb de ce nu divulgi şi cîte ceva din 
secretele tale, să zicem profesionale? 

— Te întrebi de ce? Pur și simplu pentru că nu prea am. Ceva expe- 
riență am, dar ea se mai găsește și pe la alții. Dacă crezi că este intere- 
sant, cu riscul de a mă repeta, afirm din experienţă — doar ţi-am spus 
că alte secrete nu posed —că rezolvarea oricărei probleme de mate- 
matică, chiar mai simplă, dar care nu se reduce la rutină, poate oferi 
ceva din tensiunea și triumful unei descoperiri. 

— Drept grăit-ai, Profesore. Pentru acest motiv îți propun să ne 
tratăm cu o pauză, ce zici, se pare că tensiunea discuţiei o cere? 

— Iar eu îţi propun ca înainte de pauză să ne tratăm cu ceva întă- 
ritoare. Cum rezolvi problema? 

— Să încerc, deci, urmărește-mă: Mama, cum se poate pregăti o 
cafea bună, cu mult caimac, pentru tata și un sirop rece pentru mine, 
care să miroase a zmeură, mure și lămîie? 

— Ei, ce trebuie să știi tu,asta? Eu abia am așteptat un motiv să 
pot deschide ușa camerei voastre să-mi mai miroase și mie a puțină 
matematică, doar ţi-am spus că prin liceu mi-a plăcut matematica, 
poate, tot atît cît filologia. 

— Vai de mine, cum poți crede că am uitat? Ai luat chiar doi de 
5 într-o singură oră de matematică, care abia de fac un 10 (Ştiu, știu 
sistemul vechi !): unul că ai făcut o problemă avută ca temă și al doilea, 
că ai știut pe de rost o formulă trigonometrică pe care ceilalți din clasă 
nu și-o aminteau. Este exact, da? Nu mă înșală memoria, dar reține; 
la noi la şcoală, nimeni nu primește nota 10 pentru probleme din tema 
de casă și nici pentru că a memorat formule matematice. 


— Văd eu că nu mă mai pot lăuda cu matematica știută în vremurile 
mele de liceeană, dar cu siropelul pregătit pentru tine, din zmeura și 
murele culese de noi trei din Crucuri — și cu cafeluța pregătită pentru 
tata, îmi dai voie să mă laud? 

— S'a va, maman, s'a va 
problema? 

— Bine pusă, n-am ce zice, dar dacă n-ar fi avut cine s-o rezolve, 
atunci n-ar mai exista această tăviță cu siropul aromat şi rece de la 
ghiață și cu cele două cafeluțe calde, aburinde. 


. Ei, bătrîne, ţi-a plăcut cum am pus 


— Haideţi, dragilor, nu-mi mai aduceţi laude cu expresii ca-n pro- 
bleme cu „Dacă“ și „Atunci“ căci siropul se-ncălzește şi cafeluțele se 
răcesc, iar eu nu mai am cu ce fi flatată; de fapt, uite, că mi-am făcut 
şi eu parte... vorbele sînt de prisos. 
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de ce nu chiar, 
am să-ți propun cîteva exemple 
care în plus au și misiunea să bătătorească 


PROBLEME reconfortați și, 


PROPUSE 


— Şi acum, 
revitalizaţi, 


„labitintul geome- 


traseele pașilor noștri prin 
gindit: 


trici“. Iată exemplele la care m-am 

Exemplul 1. Fie M, N şi P, trei puncte ce aparțin unei drepte d. 
Stabiliţi valoarea logică a propozifiilor: 

1) P este între M și N, iar N este între M şi P. 

) N este între P şi M, iar N este între M și P. | 

3) P este între N şi M, iar M este între P și N. 

) M este între P și N, iar M este între N şi P. 

Exemplul 2. Fie M, N şi P trei puncte necoliniare. Cîte drepte deter- 
mină ele? Nominalizați-le 

Exemplul 3. Fie A, B şi C trei puncte distincte. Ce putem spune 
despre ele cînd: 

a) AB + BC = AC 

b) AB + BC > AC 

Exemplul 4. Procuraţi-vă o bucată de placa 
într-o poziție fixă: 

a) În vîrful ascuţit al unui creion. 

b) În vârfurile ascuţite a două crei 

c) Determinaţi numărul minim d 
acest lucru. 

Enunţaţi pentru fiecare din cele trei situații cîte o propoziție afir- 
mativă (considerăm că bucata de placaj reprezintă un plan). 

Exemplul 5. intersecţia a două drepte dis- 


j. Încercaţi să o ţineţi 


ane. 
creioane cu care puteți realiza 


“RP ați propoziția: 


ENARE AOT „iar intersecţia a două plane este... e.. isese. 
Exemplul 6. În figura 53 determinaţi: 
a) m(ABE) + m(E EBD) =M DBO) =m ia e ao sasi 
zl, LO 
b) m( BED) gi te N Ea ee VE LAN Aaa 
„O 
c) m(A BC) — m(58E) Fes ID la oo alertei EAE OS 
Exemplul 7. În figura 54 determinaţi: 
D 
c C 
; D 
A B 
fig. 93 
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PEN 
a) m(40 B) + Ei Cc) + M(COD) =... .....? grade 
~~ 

b) m(40B) +m (605) = or iaa ? grade 
c) Comparați Kanani, 

AN [N 
1) AOB şi BOD 

~ ARNE 
2) AOE și COD 


e numesc unghiuri 
te 


le de la punctele 1, 2 și 3? Dar unghiurile 


AOC şi COD, şi unghiurile BUC şi COD? 
Exem plul 7. Fie segmentul OE în prelungirea segmentului OA și 


BO OC. Să se demonstreze că unghiurile 


mentare (fig. 53). 


tig. 


Demonstratie. (Completaţi justificările 


AFIRMAŢII 
l. Punctele A, O și E sînt coli- 
niare 
A A 
2. AOB este suplementul lui BOE 
AN AAN 
3. m(40B) + m( BOE) = 180° 
4. 0B 1 OC 
ra 
5. m(B0C) = 90° 
AN N 
6. m(BOE) =m(EOC) + 90° 
7. m(BOA) + m(EOC) + 90° = 
= 180° 
AN ER 
8. m(A40B) + m(EOC) = 90° 
105 
9. AOB este complementarul un- 


ghiului EOC 


AOB şi EOC sînt comple- 


9) E e 


55 


care lipsesc). 


JUSTIFICĂRI 


tare. 


5. Din definiția dreptelor perpen- 
diculare 
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Exemplul 8. Considerăm că triunghiurile din figurile 56 a, 56 b 
56 c au cîte două elemente corespondente congruente ce sînt identificate 
de semnele de pe fiecare figură. Completaţi elementul necesar pentru 
a se putea aplica axioma de congruență pentru fiecare caz nea ant 


a) Pentru cazul: UL ee SD acu as 
b) Pentru cazul L.U.L. De, e Atat ca A ti DN pe ee 
IER) aeai DAL a Me ine mele aa a ma aa ai RA 
teal a LCE aeee, E RR 
a) Pentru cazal L.U.L, .... re CANON E L A A 
b) Pentru cazul U.L.U. TR aa KNA EA LT „sli 
4 a 
A 
Å1 B4 1 4 
fig 56 b 
2 
F2 
A2 B2 D2 E 
fig 56 c 


Exemplul 9. Fie ABCD un patrulater în care AD > BC, DE > AE 
Pa SI 3 AONE HN 
și BE > EC. Arătați că DAB > ABC. 

Exemplul 10. Fie P şi O două plane care se intersectează după dreapta 


AB. Dacă Ce0, De P, CB = AD, CA AB şi DB i 
straţi că CA = DB. ai ȘI -L AB demon- 


Exemplul 11. Fie ABC un triunghi dreptunghic A =90°), î 
construim: ED LAC (E € BC), EF | AB ʻi D | EG" a E 48), 
Indicaţi toate triunghiurile asemenea care se formează. 

Exemplul 12. Construiţi cu rigla și compasul: 

1. Bisectoarea unei unghi. 

2. Un unghi congruent cu un unghi dat. 

3. O dreaptă paralelă la o dreaptă dată care să treacă printr-un punct 
exterior dat. 

4. Mediatoarea unui segment, 

5. Perpendiculara pe o dreaptă dată dintr-un punct dat. 


106 


| 
| 


6. Fie ABCD un dreptunghi. Să se construiască un pătrat echivalent 
(cu aceeași arie) cu dreptunghiul dat. 

7. Construiți un trapez isoscel cunoscînd raza cercului înscris în 
trapez și unghiul ascuțit al trapezului. 

Exemplul 13. Fie cercurile O, şi O, secante în A și B, și o secantă 
variabilă care trece prin A și taie a doua oară cercurile în punctele M 
și respectiv N. Să se determine locul geometric al mijlocului segmen- 
tului MN. 

Exemplul 14. Fie ABC un triunghi oarecare și AD bisectoarea un- 
ghiului A. Să se demonstreze că AB | AC = BD | DC. Aceeaşi problemă 
cînd AD este bisectoare exterioară. 

Exemplul 15. Determinaţi distanța dintre două puncte M şi N aflate 
pe două insule la care nu există posibilitate de acces. 


A 

Exemplul 16. Fie ABC un triunghi dreptunghic (A = 90°), iar D 
un punct ce aparține ipotenuzei. 

Šă se demonstreze dacă propozițiile următoare sînt adevărate: 

l. Dacă AD?= DB: DC, atunci AD este înălțime (reciproca teo- 
remei înălțimii). 

2. Dacă AB?= BC- BD atunci AD este înălțime (reciproca teo- 
remei catetei). 

Exemplul 17. Să se calculeze apotema 4, și latura la, a unui poligon 
regulat înscris în cercul cu raza de lungime 7, pentru n= 3, 4, 6. 


determinînd în fiecare plan cîte un triunghi. Demonstrați că cele trei 
triunghiuri sînt asemenea. 

Exemplul 19. Fie o dreaptă d perpendiculară pe diametrul AB al 
unui cerc, iar AM o coardă variabilă. Se notează cu: 

(Pia d N AM, (Qi= d N BM, 

(Cl d N AB şi cu {N} intersecția dintre AQ şi cerc. 

|) Să se demonstreze că patrulaterul MON P este inscriptibil. 

2) Să se demonstreze că B, P, N sînt coliniare. 

3) Să se arate că PC- CQ== constant. 

Exemplul 20. Fie paralelogramul ABCD circumscris cercului de 
rază r. 

1) Să se arate că paralelogramul este un romb. 

2) AC şi BD fiind diagonalele rombului să se arate că există relația: 


?xem plul 18. Trei drepte concurente intersectează trei plane paralele 


l să ] l ] 
AC? BD? 4r? 


Exemplul 21. Fie pătratele ABCD și A BEF ale căror plane for- 
mează un unghi diedru de măsură egală cu 90° şi avînd drept muchie 
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anua comună AB. Pe diagonala AC și BF se iau punctele M, respec- 
tiv, N astfel încît AM = BN. 

1) Să se arate că MN este paralelă cu planul ce trece prin punctele 
CD E,F. 

2) Ce condiție trebuie să îndeplinească segmentul MN pentru a fi 
paralel cu DE? 


3) Să se determine locul geometric al mijlocului segmentului MN. 


Exemplul 22 22. Fie trei drepte, dı, də, da paralele și fixate. Să se con- 
struiască un tri unghi echilateral cu virfurile respec tiv pe fiecare din ele. 


Observatie: a) Dacă există unul atunci prin translație de-a lungul 
dreptelar put cm ob ine o infinitate de triunghiuri care vor fi congruente 
și vor îndeplini condițiile date. Dacă triunghiului obținut în condiţiile 
date îi aplicăm c trensformare printr-o simetrie Sd, sau printr-o rotație 
R(0, a), sau printr-o omotetie H(C, k), obţinem triunghiuri ce îndepli- 
nese condițiile : in problema dată? justificare. 


Exempiu: 23. Să se construiască un pătrat cu un vîrf dat, iar cele 
două virfur alăturate să fie situate pe două cercuri date. 


Exemplul 24. Pe laturile pătratului convex ABCD, spre exterior, se 
construiesc pătrate. Notăm cu 0,, 02, Oa și O, centrele acestor pătrate, 
cu Îşi ym dace Je hagonalelor AC și BD, iar cu H și K mijloacele 
segmentelor 1,0. și 0,0,. 

a) Să se arate că 0:0; = 0,0, și 0:10; L 0,04. 

b) Să se indice natura patrulaterului ZA SH. 


E xemplul 25. Să se arate că simetricele ortocentrului unui triunghi 
față de mijloacele laturilor se găsesc pe cercul circumscris triung ghiului 
și sînt diametral opuse virfurilor. 


Exemplul +26. Să se înscrie un pătrat într-un sector circular AOB 
dat, astfel încît două din vîrfuri să se afle pe razele care mărginesc 


-a iar celelalte două vîrfuri pe arcul de cerc MmB al sectorului 
at 


Exemplul 27. Fie triunghiurile ABC și ABC; congruente, și un 
punct exterior 0. Să se determine: 

a) Locul geometric al punctului 0 care are proprietatea că dacă 
rotim triunghiul A BC în jurul acestui punct ia cînd AB ajunge în 
poziția A'B’ para'elă cu 4,B,, noua poziție B’ a punctului B se află 
pe dreapta OC. 

b) Locurile geometrice descrise de punctele A’, B’ şi C’ ce îndeplinesc 
condiţiile de la puucin: a. 


| Exemplul 25. Se consideră cercurile 2,(0,7) și @a(Oz, ra) secante 
în punctele i7 şi N. Tangentele duse în punctul M intersectează pe 
E, iar B, iar pe 6, n A. Să se demonstreze că patrulaterul MACB 
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este inscriptibil, știind că punctul C este simetricul punctului M față 
de N. 
ata al 29. Se consideră punctul fix A(a, O) și punctul mobil 
B(0, b). Să se determine locul geometric descris de punctul C astfel 
incât triunghiul ABC să fie dreptunghic isoscel, BC = BA. 

Exemplul 30. Fie cercul @ de centru fix O, două puncte fixe A, B 
și o dreaptă d care trece prin A și intersectează cercul @ în punctele 
C şi D. 

Să se determine locul geometric al mijlocului segmentului ce unește 
punctul fix B cu mijlocul coardei CD, cînd dreapta d se rotește în jurul 
punctului fix A. 

— Sînt foarte interesante problemele propuse, și ingenios alese 
Am sesizat că exemplele încep prin a edifica cele mai simple şi caracte- 
ristice elemente ale geometriei pe care le-am numit noțiuni și elemente 
fundamentale și anume: punct, dreaptă, plan, axiome, postulate, 
și cutreieră plaiurile ademenitoare ale geometriei constituindu-se, prin 
judecăţi, în propoziți matematice şi teoreme aplicabile problemelor 
propuse, probleme ce pun la grele încercări spiritul de observaţie, inge- 
niozitatea, capacitatea de cercetare şi descoperire a diverșilor cititori, 

Am remarcat însă că hpsesc indicaţiile ce ajută la găsirea solu- 
țiilor. Asta mă face să cred că exemplele propuse sînt o provo- 
care pentru a stîrni curiozitatea și pasiunea de a descoperi soluții 
elegante și cît mai originale, căci greu mi-ar veni să cred că ai 
făcut-o intenționat spre a mă rătăci eu și atiția alții prin labi- 
rintul scometriei,-care știu că îți este atît de drag 

-- pai ocare, n-aş zice. N-am avut nici pe departe această intenţie. 
Că le-am lăsat fără indicaţii, este adevărat și mărturisesc că am făcut-o 
din dorința de a lăsa liberă eîndirea cititorului să caute, să cerceteze, 

să descopere soluțiile problemelor pe cont propriu, fără influențe din 
afară. 

— Îmi place că ești priceput, Profesore, în a îmbrăca cîte o expresie 
în alte haine spre a da impresia că nu înţcapă, dar oricum ai ascunde-c 
vîrful rămîne tot ascuțit. Te temi de cuvîntul provocare? 

— Nu mă tem deloc. Aici ţi-am spus că nu e cazul să se creadă 7 
ceva. Dar fiindcă a venit vorba, am să- ți istorisesc un exemplu menr- 
bil de provocare, matematică, se îphiu 
— Îl ascult sînt chiar foarte curios 
despre ce provocare este vorba, și spă ce 
fie vre-o legendă. 

Cu ani în urmă îmi plăceau legendele. Recunosc, că pentru! 
ele au rămas fermecătoare. Acum vreau să-mi istorisești acea gcome- 


memorabilă . mer 
lica 


— Te asigur, dragul meu, că-istorisirea nu-i deloc leg gendăjc; AEIR 


asta trebuie să mă crezi, fără a mă obliga să-ți demonstrez, că în 
1e. 


LA REVEDERE, 
LABIRINT 
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este întrutotul adevărată. Iată despre ce este vorba: Renumitul mate- 
matician Blaise Pascal, prins într-o noapte (anul 1658) de o durere groaz- 
nică de dinți, spre a uita de ea s-a gîndit la cicloidă, descoperindu-i o 
serie de proprietăți pe care le-a adresat celorlalți matematicieni sub formă 
de provocare. La provocarea lui, i s-a răspuns cu alte proprietăți ale 
cicloidei, proprietăți care ne sînt bine cunoscute. Din acest motiv cicloida 
a fost numită Elena geometriei, acest război matematic asemănîndu-se 
celui troian provocat de frumoasa Elenă. 

— Frumos război mi-ai istorisit, Profesore. Dacă am face o investi- 
gație, am descoperi multe asemenea războaie purtate de matematicieni. 
Ce altceva decît o provocare este „Gazeta matematică“ — apărută în 
1895, pe ai cărei fondatori: ing. I. Ionescu, prof. Gh. Tiţeica, ing. V. 
Cristescu și ing. A.G. loachimescu, cu recunoștință se cuvine să-i elo- 
giem? Prin provocările lansate în ea de către matematicieni români de 
renume, de către elevi, studenţi și alți specialiști s-a creat o emulație 
impresionantă în gîndirea matematică românească, iar gazeta și-a cîști- 
gat un renumit prestigiu național și internațional. Preluînd ștafeta încre- 
dințată de predecesori, personalităţi remarcabile precum Traian Lalescu! 
şi în prezent Nicolae Teodorescul, au întreținut şi continuă să întrețină 
spiritul de întrecere creativă în rîndurile specialiștilor și al vîrfurilor 
tineretului nostru, dînd astfel gîndirii matematice românești un renume 
de prestigiu international. 

— Știu că eşti colaborator al „Gazetei matematice“ şi-mi place 
că vorbeşte cu atîta pasiune despre ea. Conţinutul fiecărui număr pro- 
voacă sau, mai bine zis, îndeamnă la cercetare, la creativitate iar con- 
cursurile ei sînt dacă putem spune așa — mici războaie ale gîndirii 
virfurilor tineretului nostru matematic, iar printre luptători te numeri 


1 Lalescu, Traian (1882—1929), renumit matematician român, doctor în 
G matematici (1908, Sorbona) profesor la Şcoala de poduri şi șosele București și 
„apoi rector şi profesor la Politehnica din Timișoara. Este unul din cei mai renumiți 
SO animatori ai „Gazetei matematice“ şi fondatorul publicației „Revista matematică“ 
ai din Timişoara. Are preocupări (peste 120) originale în toate domeniile matemaicii 
ja: Geometria triunghiului, Introducerea în teoria ecuaţiilor integrale, Geometria 
7- alitică etc. 
punct s Teodorescu, Nicolae (1908, București). Matematician român de mare 
a) Loiu cu studii superioare la Paris, doctor în matematici (Sorbona, 1931), 
rotim triu titular al Academiei Române, secția de științe matematice. Înde- 
N + funcția de Preşedinte al Societății de științe matematice din România 
poziția 4'4 za Igor e pa I la aie A ; 
i ar general al Uniunii Balcanice a matematicienilor. A adus contri- 
pe dreapta seamă în domeniul ecuaţiilor fizicii matematice, teoriei ecuaţiilor cu 
b) Locuiparţiale, geometrizării ecuaţiilor cu derivate parţiale liniare etc. 
condițiile d-a Metode vectoriale în fizica matematică (2 volume) a fost distinsă cu 
Exemplu, 3 ptal: i A i: SI a 4 Ay 
4 »ublicate peste 200 de memorii, lucrări didactice, monografii (în afara 
in punctele licate în „Gazeta matematică“, al cărei redactor șef onorific este) în 
@, lar Ð, iåmeniile matematicii. 
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și tu. Fără îndoială că toți am avut și aveți de cîştigat, cică aici toți 
participanții sînt învingători mai mult sau mai puțin laureați. Este, de 
asemenea, foarte important că reviste ca „Gazeta matematică“ și alte 
sute de publicații de specialitate româneşti și străine reuşesc cum nu se 
poate mai bine să ne țină la curent cu tot ce e mai nou şi modern în gîn- 
direa matematică a timpului. 

Am să-ți prezint un episod deosebit de important din ultimii ani de 
viață ai lui Vincenzio Vivianil, mare geometru italian care a pus la în- 
doială faptul că gîndirea geometrilor greci poate fi depășită vreodată. 
La vîrsta de aproape 70 de ani, cînd mulți din prietenii lui nu mai trăiau, 
chiar dacă nu mai avea contact cu matematicieni ai timpului — mult 
prea tineri față de el —, adîncit în studii de geometrie euclidiană și ne- 
existînd precum azi atîtea publicaţii și posibilități de a fi în contact cu 
noutățile matematice, Viviani și-a dat seama că tinerii matematicieni nu 
se mai entuziasmau de frumusețea operelor antice ci erau atrași de pro- 
bleme moderne, ca infiniții mici, prin care susțineau că pot rezolva chiar 
și probleme de geometrie. Astfel constată Viviani că aceștia vorbeau o 
limbă matematică neînțeleasă de el și în care nu avea încredere. De aceea, 
potrivit obiceiului timpului propune — acestor deținători ai artei secrete 
a noilor metode geometrice — în „Acta Eruditorum“, (Jurnalul savanți- 
lor), revistă științifică editată de Leibniz? următoarea problemă: 

„Printre anticele monumente ale Greciei, templul consacrat geome- 
triei avea formă circulară și era încoronat cu o cupolă emisferică. Această 
cupolă era străbătută de patru ferestre egale (vezi fig. 57) și construite 
în aşa fel, încît restul suprafeţei să fie absolut cvadrabil?. Cum au pro- 
cedat geometrii antici?“ 

Curba care mărginește ferestrele cupolei sferice din problema adre- 
sată poartă numele de „curba lui Viviani“ în semn de omagiu adus lui 
Viviani. Cercetarea ei a dus la rezultate deosebit de interesante, fiind 
cunoscută în istoria matematicii drept o problemă celebră. 


1 Viviani, Vincenzio (1622—1703), matematician italian, a tradus în italiană 
Elementele lui Euclid. A calculat pe cale sintetică (1692) ariile determinate. 
cilindru şi sferă de curba de intersecție numită „fereastra lui Viviani“. A er 
un mare admirator al gîndirii geometrilor greci al cărei nivel credea că nwniu 
depășit. A soluționat multe probleme de geometrie euclidiană din timp: 

1 Leibniz, Wilhelm Gottfried (1646—1716), renumit matematician și... 4 

A bazele calculului diferențial-infinitezimal, acesta if + CRE 
german. A pus bazele calculului diferențial-infinitezimal, acesta devenine 
i 
i 


derat precursorul logicii moderne. Opera lui este grandioasă și inestir seomeé- 
valoare ştiinţifică. iaca] 
2 Suprafață cvadrabilă — a cărel arie se măsoară prin numere rațisi „Mica 
exemplu, aria dreptunghiului, triunghiului etc.). Cercul, sfera nu siniculului 
cvadrabile, deoarece intervine numărul transcendent m. 
ne. 
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Ë 
punct 
a) Lusiderată foarte grea, căreia dacă i se vor aplica metodele analizei 


fig 57 


— Şi care a fost rezultatul acestei provocări? 

— Pur și simplu, Viviani a rămas uluit, De ce? Leibniz a publicat 
primul răspuns — în aceeași revistă — pe aceeași” pagină care conținea 
și enunţul. Leibniz a aplicat pentru prima oară metoda calculului infini- 
tezimal la determinarea ariilor suprafeţelor care nu sînt plane. 

Încîntat de acest triumf a adăugat: „Iată cît de fecundă apare analiza 
mea infinitezimală “. 

Bernoulli! publică în aceeaşi revistă cinci soluții diferite ale proble- 
mei lui Viviani, pe care a numit-o enigma florentină. Viviani a constatat 
veridicitatea rezultatelor, le-a acceptat uimit și se întreba cum au fost 
stabilite? Tot atît de uimit a rămas şi la răspunsul prompt al mai multor 
tineri matematicieni, analiști ai timpului, tot atît de celebri ca şi Leibniz 
și Bernoulli, 

— Rămiîn şi eu mirat cum de a putut găsi Bernoulli cinci soluții dife- 
rite la problema lui Viviani? Nu înțeleg cum e posibil, nu-i un paradox? 

— Deloc. Exact cinci soluții, pentru că problema pusă de Viviani era 
nedeterminată, deoarece o porțiune sferică exact cvadrabilă poate fi 
mărginită de curbe diferite. Înţelegi că Viviani cunoştea acest lucru, 
motiv pentru care a fost sigur că provocarea îi va reduce la tăcere pe 
tinerii matematicieni analişti deținători ai „artei secrete“. Că n-a fost 
așa, s-a văzut. Însă, în final, geniul lui Viviani nu a scăzut. Problema 


 florentină a avut un răsunet imens, dar în același timp provocarea i sa 


tors împotrivă-i. Viviani nu și-a imaginat că problema pusă de el și 


rotim trivitezimale, va deveni un simplu exercițiu, și că astfel va primi la ea 
poziţia A'.i nenumărate. 


pe dreapta ,—— 


b) LocuiPernoulli, Jacques (1654—1705), matematician și fizician elveţian, membru 


condiţiile d: 
Cc 

Exempli- 

în punctele prat 
0, iar B, idav 
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emiei de științe din Paris şi Petersburg. A elaborat lucrări de teoria ecua- 

erenţiale (ecuaţii de tip Bernoulli), a contribuit la fundamentarea calcu- 
erenţial și integral introducind și metoda de integrarea funcţiilor raționale. 
lucrări de mecanică, astronomie, optică etc. A inițiat cercetări care 
la apariția calculului variațional (problema izoperimetrelor, descope= 
cloidei) . 


Din răspunsurile primite, Viviani — recunoscut încă de la vîrsta de 
16 ani de către toţi marii matematicieni drept un geometru înăscut, cel 
mai abil mînuitor al teoremelor din geometria greacă — constată că nu 
mai posedă cu adevărat geometria, deoarece el nu cunoaște acele metode 
noi, subtile și viabile, prin care se ajunge repede la soluţie. El nu bănuia 
că noul val de matematicieni analişti ar fi în stare să făurească instru- 
mente noi de cercetare a matematicii și în special a geometriei precum 
analiza lui Lebnitz, cu care a stabilit numai în cîteva clipe rezultate la 
care el, Viviani, nu a fost în stare să ajungă decit după ani de muncă și 
îndelungi calcule. Bernoulli care avea numai 40 de ani i-a trimis dintr-o 
dată cinci soluții ale problemei, iar el încă nu le văzuse pe toate acestea. 
Și-a dat seama că s-a lăsat vrăjit de frumusețea gîndirii geometrilor greci 
vrajă ce l-a atras şi l-a ținut în loc precum fi umoasele sirene din renumita 
miri sirene care prindeau în mrejele lor pe navigatorii din vremurile 

Viviani și-a mai dat seama că știința matematică nouă, bazată pe 


a 


observație si experiență, promovată de analiști, are nevoie de o geometrie 


nouă, care nu trebuie să fie altceva decît o continuare a geometriei 


euclidiene, continuarea observaţiilor și judecă făcute de bunul bă- 


A3 


trin, cum îl numea Segredo pe Euclid. 


Dar studiul geometriei nu s-a oprit aici. El a continuat cu o serie de 


>- numal citeva: 


noi descoperiri dintre care am să-ți enumă 


a„epa rtaa A PS A ra Tor E a BDS re) pi = . ACE Va v 
Descartes publică în 1637 Discurs asu; metodei, stabilind o nouă 


> An Ea r a mah = A 5 FAR a s J 
cale în tratare a problemelor geometrice, prin corespondența dintre cel 


mai simplu element 


geometric — punctul — cu cele mai simple elemente 


ale algebrei, traducînd raţionamentul geometric ası 


ıpra punctului prin- 


tr-un calcul algebric asupra coordonatelor punctului din plan sau din 


spațiu cu trei ori mai multe dimensiuni. Exemplele pot continua. 


1 


AT E EA VE | E EG; ă 
— Un stral exemplu de continuitate în cercetarea metodelor 


geometriei antice cu metodele rne ni-l oferă Fermat. Ela încercat 
să reconstituie — cu mult timp înaintea lui Viviani —o operă pierdută 
A i Nallanini r E A. lana gi i i n S 

a lui Apolloniu, numită Loci Plani ṣi nu s-a oprit numai la această încer- 


Aea la macnactibiiira. armat 4 Ra) aan AARAA AAA : 1 : 
care de reconstituire. Fermat? a dus mai departe ideile lui Apolloniu 


ajungînd la primele noțiuni de geometrie analitică. 
Exemple asemănătoare se mai pot da, 


și încă multe, dar cred că cele 


prezentate sînt suficiente spre a ne convinge cît de fertile sînt cercetările 


„1 Fermat, Pierre (1601—1665), matematician francez. A pus bazele geome- 
triei analitice, a iost un promotor al descoperirii calculului diferențial și integral. 
De la el ne-au rămas teoremele celebre „Marea teoremă a lui Fermat“ şi „Mica, 
teoremă a lui Fermat“. Este considerat, alături de Pascal, precursor al calculului 
probabilităților. 

A dat lucrări capitale ce stau la baza fondării matematicilor moderne. 
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8 — Prin labirintul geomtric 


E 


pe cărările ce ni le deschide geometria, chiar dacă hățişuirle prin care 
ne poartă dă uneori impresia unui labirint din care de drept nu se iese, $ 
însă după cum am văzut aceasta este numai o impresie. 

— Ai dreptate, Profesore, se pare că acestei călătorii i-am zis în mod f 
destul de inspirat Prin labivintul geometriei, labirint căruia nu-i lipsesc — | 
aşa cum am văzut — multiplele uși spre ieșire, uși pe care nu poți ieşi 1 
decât dacă te străduiești să înveți a le deschide, și abia atunci îţi dai seama $ 
cît de greu te înduri să te desparți de fermecătorul labirint. | 


Am convingerea că poezia matematicii nu înflăcărează decît pe cei 


dispuși să pătrundă în labirintul ei în care s-ar pierde totuși dacă n-ar 
merge pe firul egal și neîntrerupt al fiecărei zile, adevăratul fir al Ariad- 
nei. Altfel te prinde în mrejele ei și uiţi să mai ieși din „labirint“. | 
— Te înţeleg, Laure dragă, dar nu eşti tu acela care în urmă cu cîtva | 
| 


timp spuneai: „Bun sosit ultimei săptămîni de școală... vacanţa mare 


este aci, deci, relache“: Cînd începem acel „relache“, căci dacă nu ieşim 
urgent prin cea mai apropiată ușă a labirintului auzim imediat sunînd | 
clopoţelul de intrare în noul an de învățămînt. Teșim şi-i spunem: „La $ 
revedere labirint“. Asta se traduce că nu-l părăsim, vom reveni. 

— Dacă totuşi s-a mai întîmplat uneori să nu te ascult, de data asta 
sîntem la unison: 
La revedere labirint, şi pe curînd, Profesore“, iar după ieşirea din 
labirint să nu omitem să întocmim memorato- 
rul ce cuprinde axiome și teoreme de strictă N 
utilitate oricărui temerar ce se încumetă să călă | 


» 


MEMORATOR 
torească prin „Labirintul geometriei“. Fiindcă pari grăbit, te invit la 
cuvînt, dar fii atent că posed etalonul rigorii, așa că-ți recomand: 
„grăbeşte-te încet“. 

Geometria se edifică drept „teorie semiformalizată care acoperá i 
întreg cuprinsul Elementelor lui Euclid“. Cunoastem că o atare construc- 
je David Hilbert în cartea sa Grundlagen 


alizată de D. Hil- | 
| 
| 
i 


ţie a geometriei a fost făcută c 
der Geometrie. Construcția axiomatică a geometriei re 
bert are avantaje importante și anume: 

— elimină definitiv intuiţia (ca nefiind întotdeauna demnă de încre- 
dere); 
— nu folosește elemente exterioare geometriei; 
— axiomele sînt grupate în mod natural; 
— teoria este prezentată gradat și sistematic ; 
— surprinde partea comună a geometriilor euclidiană și hiperbolică; 
tisface condiţiile de metateorie, necontradicție, minimalitate, 


A 
ge 


completitudine Și catezoricitate. 
[i o 
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SISTEMU | ; , 5 
eroare! i Sistemul axiomatic (deductiv) al lui David 
za ta o HL- Hilbert este un sistem semiformalizat. Pentru 
sai E simplificarea scrierii îl vom nota cu SH 

SI EUCLIDIENE În formularea dată axiomelor, Hilbert 

evită complet teoria mulțimi i imi 

AM ă co 3 ia mulțimilor, imprimînd 
A l evită com t r, im înc 
A mului un conținut avantajos din punct de vedere științific fila 
XxDunere av S idz ic $ z i A 
e ta avînd i Soop didactic vom împrumuta unele notații și formu 
ări din teoria mulțimilor, care nu alterează conținut iințific pă 
A R timilor, care nu alterează conținutul științific al siste- 


h.1.Notiunile pri 5 f i î 
Mi t e primare folosite sînt: punc vE : 
n folosite sînt: punctul, dreapta și 
Punctele sînt te cu maj i le ti 
unctele sînt notate cu majuscule latine de tipar, A. B, C iar 


multimea ctelor majusci înă í 
] i mea punctelor cu majuscula de mînă Ql. 
D Tea fi notate cu litere mici ale alfabetului latin, a, b, c 
ak mea tuturor dreptelor cu majuscula de mînă, @. 
Planele vor fi notate cu litere grecesti, œ, B, Y iar multimea tuti 
ror planelor cu majuscula de mînă, g ȘU, 0, P, Y, = 1AT mulțimea tutu- 
elor cu majuscula de mînă, P. 
h.2. Relaţiile primare folosite sînt în număr de cinci şi 
Primele două relaţii folosite si it ade lis 
ek > două relații folosite sint numite relații de „incidență“ sau 
e, şi le vom reprezenta prin simbolurile şi j, iar pentru 
a »e rc S ytafi = i ET RAA SS 
ambele vom olosi notația „&“ notație ce o vom utiliza în enuntarea 
axiomelor din grupa întîi. l ini al 
R SOain noțiunile primare şi cele două relații primare introduse 
onsiderăm următoarele formule ca fiind corect constituite Ar 
Aia și A) x (1) 
pentru care folosim următoarele propozitii: 
> . . 4 7 a s 
„Punctul A este incident dreptei a“ 
ae RER 
„Punctul A este incident planului a“ 
sau, 1 
„Punctul A aparţine dreptei a“ 
„Punctul A aparţine planului a“ 
sau 
„Punctul A este situat pe dreapta a“ 
„Punctul A este situat în planul æ.“ 
PN. mule mai sus menționate sînt convenționale. Ele au scop 
didactic, făcînd mai accesibilă î ere: Jache a ER 
d mai accesibilă întelegerea construcției sistemului axio- 


matic SH. 


Am smD p | p IG < i 
ALI ~ urije 1 ȘI entr ua une în evident: 
folosit AI i ol le Ş P e at 5 ambe e relatii 
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De regulă, utilizăm notația „E“ pentru ambele relaţii de incidență 
şi formulele (1) se vor serie: 

Agca şi Aa, iar 
negațiile lor se vor scrie, 

zile trucția sistemului 

: s x cită de i srt î a sis 

O altă relație primară folosită de Hilbert în construcția sisl Ro 

d este relaţia „a fi între”, numită relație 


axiomatic al geometriei euclidiene ( ; uită relat 
d Și a cărei formulă corect constituită este 


de „ordine“ şi notată cu .—.—., 


A 0 (2) 


pentru care folosim următoarele propoziţii: A 

„B se află între A şi C“ sau „B este între A şi C | 

Următoarele două relaţii primare (adică a patra și a cincea), iu 
numite relaţii de „congruență“ şi notate cu sim bolul = Vor fi introduse 
după ce se obțin noțiunile derivate de „segment“ şi ,, ınghi“. 


Ă “i } 5 
3 iunil i segment“ Și shi“ si simbolul „=“ al relații- 
Cu notiunile derivate „segment ȘI „unghi“ și simbolul ,, € at 
$ 


lor primare patru şi cinci constituim următoarele formule: 
AB = CD şi hOk =hUR 
pentru care folosim următoarele propoziții: A 
Segmentul AB este congruent cu segmentul CD“. 
k, ie pd 77 ? RA 
„Unghiul kOk este congruent cu unghiul KO'R. / Ea 
43.Axiomele sistemului deductiv (axiomatic) . 
-iomele lui Hilbert sînt împărțite în cinci grupe. 
xiomele lui Hilbert sint impar ncı grupe iai 
ia ama grupă lesciie relațiile de „incidenţă“ și le vom numi „axiome 
Prima grupă desciie relațiile de „inc ta g 
de incidență“. } ; 
Grupa a doua de axiome descrie 
„axiome de ordine“. 


. : -. t n nnpriiantă' ci je VOI 
Grupa a treia de axione descrie relaţiile de „congi aență“ și le vom 


relaţia „a fi între“ şi le vom numi 


numi axiome de congruență. Estet de 
Grupa a patra va conține axiomele de continuitate: EEA - 
Grupa a cincea conţine 0 singură axioma — axioma parale Pa 
Teoria axiomatică T(SH) construita cu sistemul sno ran 
notat cu SH reprezintă geometria euclidiană, iar RaRa matematică 
< SH > se numeşte spațiu euclidian, notat de regulă cu Es 
nim iniţial citeva no- 


a Io EA ȘI A pi: 
Pentru simplificarea formulării ax10 nelor defi 
țiuni şi relaţii derivate. j 
i l iniare dacă există o dreaptă a 
1. Punctele A, B, C se numesc coliniare daca exista rea 
astfel încât A, B,C ea e be ah tag 
2. Dreapta a intersectează (sau este incidenta < u) peon S va 
există un punct A astfel încît Aa și Aga: notăm aha = Aj. li 
u } 
caz contrar avem aha = {0}. 
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3. Dreapta a este inclusă (sau este conținută) în planul a dacă orice 
punct al dreptei a aparține și planului «; 

Notăm cu a Ca; în caz contrar notăm aga. 

44. Axiome de incidență (grupa Í) i 

lı. Pentru orice două puncte există o dreaptă unică, căreia ele îi 
aparţin. 

1. Pentru orice două puncte distincte există cel mult o dreaptă 
incidentă. 

I}. a) Fiecărei drepte îi aparțin cel puțin două puncte. 

b) Există trei puncte încît nici-o dreaptă nu poate fi incidentă 
tuturor acestor puncte, 

IL. a) Fiind date trei puncte există cel puțin un plan incident lor. 

b) Oricărui plan îi aparţine cel puțin un punct. 

Iş. Fiind date trei puncte necoliniare, există cel mult un plan inci- 
dent lor. 

Ig. Dacă două puncte distincte ale unei drepte aparţin unui plan, 
atunci dreapta este conținută în plan. 

I; Dacă două plane sînt incidente unui punct, atunci ele mai sînt 
incidente cel puţin încă unui punct. 

Ig. Există patru puncte încît nici un plan nu este incident tuturor 
acestor puncte. 

Observăm că axiomele I, I, şi punctul a) din LI, constituie grupa | 
a axiomelor geometriei pe dreaptă. 

Axiomele L, I, și I} reprezintă axiomele de incidență ale geometriei 
planului. 

Punctul b) din axioma I, postulează dimensiunea planului, iar axio- 
ma I, arată că geometria spațiului nu se reduce la geometria planului. 
45.Consecințe ale axiomelor de incidenţă 

Propoziție 1. Pentru orice dreaptă a, există cel puțin un punct A 
neincident ei, notat Aga. Spunem că punctul A este exterior dreptei a. 

Propoziția 2. Pentru orice plan a, există cel puțin un punct A neinci- 
dent lui, notat Age. Spunem că punctul A este exterior planului o. 

Propoziția 3. Fiind date dreptele distincte a și b, există cel mult un 
punct A incident fiecărei drepte, numit punct comun al dreptelor. Spu- 
nem că dreptele a și b se intersectează în punctul A. 

Propoziția 4. Pentru o dreaptă a şi un plan « există cel puţin două 
puncte A și B incidente atît dreptei cît şi planului, Aa, Bea, A Za, 
Bea. Spunem că dreapta a este inclusă în planul a. 

Propozitia 5. Pentru o dreaptă a şi un plana, dacă există cel puţin 
un punct A incident atît dreptei cît și planului; A€a, AE«, atunci 
aca = {A}. Spunem că dreapta a înţeapă planul a. 

Propoziția 6. Dacă există un punct A incident la două plane « şi B, 
atunci există o dreaptă 4 ce conţine punctul A şi este incidentă celor 
două plane ACo, A EB, Aca, atunci «NB = țat. Spunem că dreapta 
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a este dreapta comună planelor œ și B. Dacă două plane au trei puncte 
incidente, atunci ele coincid. 


În orice plan æ există cel puțin trei puncte necoliniare. 
ordine (grupa a Il-a) 

„între“ punc tele A şi C, atunci punctele 
„între“ punctele CsiA (notăm 


Propoziția 7. 


4.6. Axiome de 

IL. Dacă punctul B este 
A, B, C sînt coliniare distincte; avem și B 
A — B— C respectiv C — B — A). 

II. Oricare ar fi două puncte 
punct C coliniar cu A și B astfel 
A—B-—C. 

II}. Dintre trei puncte distincte două 
află „între“ celelalte două 

Axioma Il, utilizează noti iunile derivate numite „segment“ ȘI ,, 
aei, pe care în prealabil le defini m: i Ş 

) Se numește segment deschis determinat de punctele A 


su 


3 


A și B, există cel puțin un 
află „între“ A şi C3 


istincte 
t punctul B se 


înc 
ite două, unul și numai unul 
tri- 


și B, mul- 
(AB) = (Me AB|, A — M — B}. 


Orice punct M € (4AB) se numește med interior 
ar punctele A și B sînt capetele se! gmentului AB. i 
b). Se numește segment închis d einar de punctele A și B mulți- 


mea notată 


al segmentului AB, 


[4B] =(4AB)U(A, B} 
în care A şi B sînt capetele segmentului. Un punct P se 
segmentului AB dacă avem 
A—B-—P 
c) Dacă A, B, C sînt trei puncte nec oliniare atunci 
AABC Te UȚE 3C) U [CA] 


Punctele A, B, C se numesc virfurile triunghiului 
laturile triunghiului, 1ar 


> numeşte ex terior 


sau P—A— B 


multimea notată 


formează un triunghi. 
ABC, segmentele AB, BC, C se numesc 
planul $ 4BC), planul triunghiului ABC. 
Il,. Fie dat un triunghi ABC şi o dreaptă a situ v ă H planul triun- 
ioa care nu trece prin nici unul din vîr furile A, B, ale triunghiului. 


Dacă dreapta a intersectează o latură a triunghiului, atunci ea mai 

intersectează cel puțin una (Axioma lui Pasch). T i 

47. Consecințe ale axiomelor de ordine 

j t 5 | l 
Propoziția 1. Pentru orice k puncte A, B, As B, (AB) 24 0; 


dacă A = B, atunci an = 0 
Propoziția 2. Dacă A, B, C 
drepte a, atunci avem 
A :B-CAB=C-—BoA —D—BANA4=0—D și 


4A—= B-—CAA—0—D> B— CDA A 


, Ð sînt puncte coliniare incidente unei 
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Propozitia 3. Dacă bai patru puncte A, B, C, D incidente dreptei 
a, au loc relaţiile A — D — C și B — D — CÇ, atunci nu are loc relaţia 
A—PD-—B. 

Propoziția 4. Punctele distincte din şirul o = A, Aa, ..., Am incidente 
dreptei a sînt în ordinea A — Ag — ... — Anoo — An, dacă: 


AEA C Ag N Aa e Ag AA cu A A A a A 


Propoziția 5. Fie a o dreaptă și un punct fixat O, incident dreptei a. 
Există două și numai două semidrepte de origine 0 pe dreapta a, cu 
proprietatea că reuniunea lor şi a originii O ne dă mulțimea punctelor 
dreptei a, iar intersecția lor este mulțimea {0}. 

Propoziția 0. Pe o dreaptă a, există exact două ordonări totale în 
sensul relației „a fi între“. Una din aceste ordenări este opusă celeilalte. 
Alegerea unei orientări pe dreapta æ este echivalentă cu orientarea drep- 
tei a. 

Propoziția 7. Fie « un plan și a o dreaptă conținută în plan. Există 
două și numai două semiplane determinate de dreapta a în planul «, cu 
proprieta itea că reuniunea celor două semiplane și a dreptei æ ne dă mul- 
ţimea punctelor planului g, iar intersecția lor este mulțimea punctelor 
dreptei a. 

Axioma 
distincte. 

Fiecărui punct Mea putem face să-i corespundă un număr real 
unic, X y» astfel încât să fie satisfăcute următoa arele condiții: 

i) Pentru fiecare număr realy există un singur punct PEeacu Xp =r. 


riglei. Fie ao dreaptă si A, B, E a două puncte 


sl 0, “p >00 


iii) Oricare ar fi punctele P, Q&a avem: 
PQ T | Xa ART | Xp | 


Prin această axiomă se mai precizează că funcția f : a— R, definită 
prin f(M) = xy, este determinată în mod unci de condiţiile i), ii) și iii). 
Funcţia f :a— d se numește sistem de coordonate pentru dreapta 
a, punctul A originea sistemului, iar numărul Xy abscisa punctului M. 


4.8. Axiome de congruentă (grupe a III-a) 

III.1. Pentru orice mon nenul AB şi orice semidreaptă | ÆA'X”’ 
există un punct unic B'e | AX” astfel încît AB = A'B. 

111.2. Dacă segmentele AB = CD şi A! B = CD, atunci AB = A'B’. 


verifică relaţiile 
CBE atunci 


III.3. Dacă grupele de puncte A, B, C și A", B,C! 
= } > 
ABC A — PB —0! AB A'B' și 


A = ACI, 


N 
II.4. Fie kOk un unghi 1 nealungit, a o dreaptă și c un semiplan deter- 
minat de dreapta a și de h =|0'A”. 


, 


R 
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? C II 34 . { EE E E p T CANS A A 
În semiplanul o există o semidreaptă unică k’ = |0'y' astfel încît 


o e, 
LOR === O Ris N j It, M 
III.5. Dacă pentru triunghiurile ABC şi A'B'C' au loc relațiile 
E sr AN A tpi 
AB=A'B', 'C', BAC = B'A'Ù' atunci AABC = AA'BC.. 
49. Consecințe rezultate din grupele I, II ș si III 
de axiome. 
Propoziția 1. Relaţia de congruență „= 


pe mul lțimea segmentelor. ; 
Propoziția 2. Adunarea segmentelor este compatibilă cu relația de 
ordine strictă notată cu „<“, adică, fiind date segmentele AB, CD, 

A'B' şi C'D' avem, 
AB <CDA A4'B' 


Pentru orice segment 


“ este o relație de echivalență 


EC > ABT AB CD AC 


MN, dacă AB < CD, atunci 


Propoziția 3. 


AB + MN < CD + MN. i 
ė Y + A a 4 E). A n fă A y 
Propozitia 4. Fie numărul ne N și un segment AB ce aparține unei 
pozy z= 
clase de segmente. Prin definiție avem: 
| 
nAB = AB AB A see. + AB. 
d »# ori 


Din rel 
congruente cu segmentul 
pori a, vom obțin ne un sezment 
nită are următoarele proprietăți: 

ajal AB + CD) = nAB + nCD 

b) AB < CDonAB< nCD. 

Propoziția 5. Relaţia de congruență a unghiurilor este 


atia m: AB =CD rezultă că dacă considerăm m segmente 
AB şi le punem cap la cap pe o dreaptă su- 
congruent cu CD. Operația astfel defi- 


o relație de 
echivalență. 
aa > ai 
Propozitia 6. Fie BAD = B' 
a i e HENN 
Dacă BAC = B'A'C, atunci DAC = 


Propozitia 7. Suplementele a două unghiuri congruente sînt congruen- 


Int BAC şi D'elnt B'A C 


"A ICI și re ~$ iproc. 


, 


te. | 
>ntul său este un unghi 


Propoziția 3. Unghiul congruent cu 
drept. 
a) Laturile unui unghi drept sînt 


ile drepte sînt congruente. 


perpendiculare. 


b) Toate unghiu 


Propozitia 9. Fiind dat un segment oarecare AB, există un p ınct 
unic ME&ARB astfel încît AM = MB, numit mijlocul segmentului AB. 


= 


„ON A a 
E O ponia 10. Fiind dat un unghi 40k există senidreapta unică 


|Ox€e Int: 10) astfel încât pox = x0k, numită bisestoarea unghiului hOk . 
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Propoziția 11. Două triunghiuri sînt congruente dacă laturile cores- 
punzătoare sînt congruente. 

Propoziția 12. Relaţia de congruenţă a triunghiurilor este o relație 
de echivalență. 

Propoziția 13. Dacă două triunghiuri ABC şi A'B'C' au: 


a) AB = A'B', AC = 40, Â= Â, atunci AABC = M'BC'! 
(LEUE): 

b) BC = B'C', B É’, Ca 2 atunci A ABC = A4'B'C PE 

c) AB = A'B', BC = B'C', CA = C'A’, atunci AABC SAA B'O’ 
(EEL). 

Propoziția 14. Dacă în triunghiul ABC avem AB = AC, atunci 
A IA 
B=C 


(grupa a IV-a). 
r fi segmentele AB si CD ne- 


astfel 


4.10. Axiome de continuitate 

IV,. (Axioma lui Arhimede) Oricare a 
nule, dacă AB < CD, atunci există un număr natural ne N* 
încît nAB > CD. 

IV,. (Axioma lui Cantor). Pe o dreaptă oarecare a se considera un șir 
infinit de segmente A„B,, n EN* cu următoarele proprietăţi: 

(i) dacă AnBn D Ana Basa. VnEeN*, și 

(îi) nu există nici un segment inclus în toate 
considerat, atunci 

(iii) pe dreapta a există un punct unic M care aparține interiorului 
fiecărui segment A,„B,. 

4.11. Consecințe ale axiomelor de continuitate 

Propoziția 1. Fie a o dreaptă orientată. Se numește sistem cartezian 
de coordonate pe dreapta a, o aplicaţie f : a— R care are proprietăţile: 

(i) numerele 0 şi 1 sînt în Im f; 

(ii) f este monoton crescătoare; 

(iii) două segmente orientate AB şi CD ale RA a sînt congruente 
și la fel orientate dacă și numai dacă f(B) — f(4) = f(D) — F(C). 

Propoziția 2. Dacă f : a—R este un sistem de coordonate pe dreapta 
orientată a, atunci f este injectivă. 

Propozitia 3. Fie $ mulţimea tuturor segmentelor. 

1: $—>R, U {0} care are proprietățile: 
(i) lem(8); 


segmentele șirului 4n Bn 


Există o aplicație 


(ii) AB=CD=mAB = mCD 
(iii) m(A4AB + BC) = stea + mBC, BEAC. 
Dacă un segment stă = 1, atunci segmentul OU se numește unitate de 


măsură a seg mentelor, ar zi) B se numeşte măsura segmentului AB. 
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Propoziția 4. Fie U mulţimea tuturor unghiurilor nenule. Există o 


aplicaţie m pre cu proprietăţile: 


(i) m(l dr) = 

N N PN 
(îi) kh= kk arnan] = Tae KR P 
(iii) m(ÁR -+ h'k') = m(R) + AK); 


(îi) kka WR < m(hk) < mA) 


Observaţie. Teoria axiomatică semiformalizată constituită 
din noţiunile, relatiile primare și grupele de axiome I-IV, este denumită 
geometrie absolută. Ea constituie partea comună a geome- 
triilor euclidiană şi hiperbolică 

4.12 Relaţii de paralelism 

Propoziția 1. Două drepte a şi b se numesc paralele, dacă ele aparţin 
aceluiași plan şi nu au nici un punct comun. 

Notăm paralelismul cu alb şi negația lui cu ab. 

Propoziția 2. În planul determinat de o dtap a şi un punct A, 
Aga, există o paralelă prin punctul A la dreapta a. 

Pentru a trece de la geometria absolută la geometria euclidiană este 
necesară o singură axiomă numită axioma paralelelor a lui Euclid, for- 
mulată cu ajutorul relaţiei derivate numită „relație de paralelism“. 

4.13. Va) Axioma paralelor a lui Euclid (Grupa a V-a) 

Oricare ar fi o dreaptă și un punct exterior acestei drepte, în planul 
determinat de punct și dreaptă există cel mult o paralelă A dreapta dată 
care să con țină punc tul dat. 

Vb) Negaţia (o notăm cul V). 

Există o dreaptă și un punct exterior acestei drepte, astfel ca în pla- 
nul determinat de punct și dreaptă să existe cel puțin două paralele la 
dreapta dată, care să conţină punctul dat. 
al lui Hilbert SH, 


că axioma suplimentară fie axioma 


axiomei paralelelor 


axiome I-IV) 


a V-a a 


La sistemul axioma 
tem liberi să adopiăă m 
cu Va), fie negația axiomei paralelelor (notată 


y (grupele de 


paralelelor (notată aici 
cu T V): 

În primul caz obținem 
următoarea exprimare formală: 


Sl = (ADD; E, SS, =) I-V> 


sistemul axiomatic SH, căruia îi adoptăm 


umit sistemul axiomatic al lui Hilbert 


Teoria a xiomatică T (SH) se numeşte geometrie euclidiană. 
Mulțimea punctelor M care satisfac axiomele din grupele I-V se nu- 


mește spațiu-euclidian, notat adesea cu E}. 


În al doilea caz, dacă la SH,y adăugăm negația axiomei paralelelor 
(notată aici cu TV), obținem sistemul axiomatic al lui Lobacevski-Bo- 
lay căruia îi adoptăm următoarea exprimare formală: 


SLB = {MD PIE a =, =; FIV), 
) se numește geometrie hiperbolică. 


Teoria axiomatică T (SLB) 
i axioma paralelelor V se numesc geome- 
este una din geometriile neeu- 


Geometriile în care nu intră 
trii neeuclidiene. Geometria hiperbolică 
clidiene. 

Apariția geometriilor neeuclidiene a revoluționat știința și odată cu 
ea, întreaga filozofie a ştiinţelor. 

Începutul a fost marcat de nenun încercări ale urmașilor 
lui Euclid de a demonstra axioma talee lor „V“ (cunoscută sub nu- 
mele de Postulatul lui Euclid), considerînd-o ca pe o teoremă de geo- 
metrie absolută, încercări care s-au soldat fără succes deoarece, așa cum 
știm, sistemul de axiome considerat este minimal, motiv pentru care 
; pretinsele demonstraţii, diverse forme echivalente, 

xact propoziția ce trebuie demonstrată. Problema a fost rezolvată în 
secolul trecut de către imatematicienii Nicolai Ivanovici Tobien di 
(1826) în Rusia, Janoș Bolyai (1832) în Transilvania şi C.Fr. Gauss 
în Germania, de numele cărora se leagă descoperirea geometriilor neeu- 
clidiene, 

Propoziţiile care au fost ot 
tulatul lui Euclid, echivalente 
atit ain geometria euclidiană, 
motiv pentru care considerăm util să prezentăm 
anis considerate de noi mai reprezen 

Orice secantă d formează cu două drepte paralele a,b, unghiuri 
e interne congruente. 

Dacă două drepte coplanare a,b si 
şi dacă suma unghiurilor interne și de aceea 
mică decît 2 dr în semiplanul ce determil 
an b = MY, Meo. 

3. Pentru orice triunghi, 

Există două triunghiuri 

5. Linia mijlocie a unui 
cu jumătatea bazei. 

6. Teorema lui Pitagora referitoare la triunghiuri dreptunghice. 


A A 
ABCD cu unghiurile A = B = 1 dr pentru 


intervenea, sub 
Į 


tinute în încercările Fo a demonstra Pos- 
axi ioma paralelek , prezintă interes 
și pentru scrie ria hiperbolică, 

cîteva din acestea, ca 


at intersectate deo secantă d, 
și parte a secantei este mai 
at de secanta 4, atunci 


suma unghiurilor este 2 dr. 
uente (J. Wallis). 


cu baza este congruentă 


„ Există un patrulater 
A A 


care unghiurile C 


| dr. 
ABCD în plan, cu toate unghiurile drepte. 
A A 


D pentru care A = B = C =1 dr. se numesc 


l 


Patrulaterele plane ABC 
„patrulatere“ Lambert. 
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9. Există un patrulater în care suma unghiurilor este 4 dr. 

__10. O perpendiculară și o oblică pe aceeași dreaptă sînt concurente 
(F. Bolyai). 

11. Locul geometric al punctelor conținute în planul æ egal depăr- 
tate de o dreaptă a și aflate în unul din semiplanele determinate de 
dreapta a, este o dreaptă. 

12. Două drepte paralele cu a treia dreaptă sînt paralele între ele. 

Cu această scurtă enumerare putem afirma că sistemul axiomatic 
al lui Hilbert (SH) este în întregime definit. 

Din motive didactice, care ţin de o mai clară înțelegere a sistemului 
axiomatic al lui Hilbert, este necesar să facem o privire generală retro- 
spectivă asupra Elemente-lor lui Euclid. În Elemente este prezentat un 
sistem axiomatic intuitiv în care noțiunile și relaţiile primare se presu- 
pun cunoscute deductiv, iar axiomele sînt considerate propoziţii evi- 
dente, motiv pentru care nu se demonstrează. 


Acestei construcţii logico-deductive i-au fost aduse unele critici. 

David Hilbert, în construcția sistemului axiomatic ce-i poartă nu- 
mele (SH), a preluat critic axiomatica lui Euclid. a completat şi defini- 
tivat lista noțiunilor și relațiilor primare, și a explicitat proprietăţile 
acestora printr-un sistem de axiome distribuite după criterii precise, în 
cinci grupe. Ceea. ce deosebește axiomatica lui Hilbert de axiomatica lui 
Euclid din cartea Elemente este modul în care Hilbert concepe constru- 
tia axiomatică (SH). Hilbert face un prim pas formalizind partea „spe- 
citică“ a sistemului axiomatic în sensul că noţiunile și relaţiile primare 
sint simboluri abstracte exprimate în formule constituite după reguli 
e, iar axiomele sînt propoziţii care exprimă proprietățile care dorim 
să le aibă simbolurile. Partea „logică“ a construcției teoriei, adică modali- 
tatea în care sînt deduse noţiunile și relațiile sistemului axiomatic SH 
este realizată la fel ca și în Elemente-le lui Euclid, utilizînd regulile de 
definire și deducție cunoscute din logica clasică. 


precis 


Noutatea sistemului axiomatic al lui Hilbert constă în caracteristicile 
ce-i determină structura de sistem axiomatic semiformalizat. 


Deci construcția sistemului axiomatic al lui Hilbert face trecerea de 
la sistemul axiomatic intuitiv, la sistemul axiomatic semiformalizat cu 
care, de altfel, se identifică, ceea ce a impus analiza metateoretică a sis- 
temelor axiomatice, constituindu-se astfel o nouă ramură științifică 
numită metamatematica și creîndu-se ulterior sistemele axiomatice 
formalizate (formale). 

Predarea geometriei euclidiene în clasele gimnaziale şi liceale după 
monumentala operă a lui D. Hilbert, recunoscută ca fiind de maximă clari- 
tate, nu-i găsește pe elevi pregătiți pentru a suporta rigorile unei axio- 
matici de o asemenea anvergură, copleșitoare prin rigoare, concizie și 
logica raționamentelor şi prin gradul înalt de abstractizare. 
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Ne alăturăm multor matematicieni de renume din țara noastră și, 
convinşi de experiența didactică, considerăm că este în beneficiul maxim 
al elevului să predăm geometria axiomatic, şi că este o eroare de natură 
ştiinţifică să punem la bazele geometriei intuiţia pură, dar nici nu putem 
nega că această știință are totuși latura ei intuitivă foarte utilă pentru 
scopuri didactice, cum nu putem nega nici ideea de figură (triunghi, 
cerc, piramidă, sferă etc.) formată în practica milenară a omului. 

Materialul faptic intuitiv nu poate fi prins în concepte matematice 
decît într-un sistem logico-deductiv formalizat. 

Dar ce sistem axiomatic alegem? La noi în țară pînă în anul 1978 
geometria a fost predată neaxiomatic. În anii 1978/1980 s-a utilizat sis- 
temul axiomatic al lui Hilbert care, probabil din motivele menţionate 
anterior, a fost abandonat. Începînd cu anul 1981 a fost adoptat siste- 
mul axiomatic al lui Birkhoff (matematician american 1884-1974) într-o 
variantă după M.M.Moise, la care s-au adăugat contribuţii ale școlii 
matematice românești, realizîndu-se astfel o axiomatizare mai „atenuată“, 
dar care păstrează intacte proprietățile de necontradicție, minimali- 
tate, completitudine și categoricitate. 

Aceste ultime argumente ne fac să consi- 
derăm drept utilă și deci oportună prezenta- 
rea sistemului axiomatic al lui Birkhoff. 

În prezentarea de față nu ne propunem o 


SISTEMUL 
AXIOMATIC AL LUI 
BIRKHOFF AL 


GEOMETRIEI analiză detaliată care să cuprindă formulare: 
EUCLIDIENE strict ştiinţifică a axiomelor lui Birkhoff, ci ne 


oprim — fără a: ne îndepărta de conținutul lor 
ştiinţific — la formulările didactice, deoarece sub acest aspect sistemul 
axiomatic al lui Birkhoff este în consens cu opțiunea pentru studiul 
geometriei în țara noastră. 

Presupunem cunoscute noţiunile, relațiile şi propoziţiile teoriei (naive) 
a mulțimilor. Sistemul axiomatic Birkhoff (îl vom nota SB), fiind semi- 
formalizat va include și logica uzuală cunoscută. 

Relaţiile primare specifice sînt punctul, dreapta, planul, distanța 
și măsura. Punctele se notează, prin convenţie cu A,B,C,..., iar 
mulțimea lor cu & (simbolizează mulțimea punctelor spaţiului E). 

Se consideră date două familii de submulțimi ale mulțimii și anume 
submultimea P C 3, ale cărei elemente le numim drepte, notate cu 
AO C, și submultimea P C £, ale cărei elemente le numim plane, 
notate cu æ, B, Y.. 

Proprietățile relației de incidență sînt descrise de axiomele de inci- 
dență (apartenență) după cum urmează: 

I. Axiomele de incidență 

B,. Două puncte distincte determină o dreaptă unică. 

B,. Trei puncte distincte necoliniare determină un plan unic. 

B,. Dacă două puncte distincte aparțin unui plan, atunci dreapta 
care le conține este inclusă în acel plan. 
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B, Dacă două plane distincte se intersectează, atunci intersecția 
lor este o dreaptă. 
D akes pă d 7 Tir A yis = , . . r 
l B5. Orice dreaptă conține cel puțin două puncte distincte., Orice 
yiz Yi ine ce utin trai incte necoliniar "e i ~ i 
p an conține cel putin trei puncte necoliniare. & conține cel puțin patru 
puncte necoiiniare. l 
H $ i are ce introduc 4 i i 5 i i 
„În continuare se introduce o nouă noțiune primará numită funcţie 
îi , care este o aplicaţie d; $ x S—R notată d (A,B). Oricare 
ar fi A,B € 3, d (A,B) se numeşte distanța dintre punctele A și B 
Zunptia a dz apa i 72) È is K. y 4 ; 
Functia „distanță“ 4 (4,B) satisface condiţiile: 


(î) VA,Be 8, d(4,B) > 0; d(4,B) =0 + A = B; 


= 


(ii) VA,BeS, d(4,B) =d(B,4); 
(iii) VA,BCES, d(4,B) + d(BC) > d(AC) 


coordo- 


Introducem noțiunea deriv: numită „sistem de 
te“ pentru o dreaptă oarecare a. 
D este o dreaptă, atunci o funcţie bijectivă f : a—R care 


T 


Dacă a 


\| =4(4,B), se numeşte sistem de coordo- 


abscisa punctului Y în f. 
> r n R z LTE SA r IE LE faci . . . . A 
Bg, (Axioma riglei) Oricare ai fi punctele distincte A,B aparținînd 
3 + 7 fiacă 44 "110 , = e] ; 
unei drepte d, fiecărui punct Med putem face să-i corespundă un nu- 
măr real unic xy astfel încît să fie îndeplinite condițiile: 


(i) Pentru fiecare număr real n există un singur punct PE d cu 


> 


Relația „a fi t e ei pu 

2 Mea ae e Sia Tha 3 rade $ 
nem că B este între A și C dacă d(A,B) + d(B,C) =d(4,C) şi se no- 
rs aN PENG dap AA A N e A 
tează A B G: A B € spunem că sînt coliniare. 
h numita „segment. 
mă x BGE ET (n Eo x f í > 
Fie două puncte A,BE& g. Se numește segment (deschis) determi- 
nat de punctele A și E, mulțimea 


(AB) IMEAB|, A—M-— B} 


S et 


iar multimea 


B 


C: | 
Li 


= (AB)U {A,B} 


se numeşte segment închis determinat de punctele A,B. 


126 


E... 


Fie A,B,C trei puncte necoliniare. Se numește triunghi ABC no- 
` s ï (w) 
tat cu AABC, mulțimea de puncte 
LABJUIBC]U [CA] = AA BC. 


Punctele A,B,C se numesc vîrturile triunghiului, segmentele AB 


BC, CA — laturile triunghiului, iar (4BC) — planul triunghiului. 

B,. Axioma de „separare a planului“. Fie un plan g, punctele A,B,C 
incidente planului, și o dreaptă d inclusă în planul a neincidentă cu punc- 
tul C. 

Dacă dreapta d separă punctele A,B si nu separă AC, atunci dreap- 
ta d separă punctele B și C. (Axioma lui Pasch.) 

În continuare, este necesar să introducem noțiunea derivată numită 
„unghi“, 

Se numeşte unghi o pereche de semidrepte h, k, care au aceeași 

AA Y Pas A 
e 0. Unghiul format de ele se va nota hOR sau nk. 

Dacă k =k unghiul se numește nul, dacă k şi k sînt semidrepte 
opuse atunci k se numeşte unghi alungit. Un unghi care nu este nici 
nul nici alungit se numește unghi propriu. 

Considerînd cunoscută noţiunea de „măsură a unui unghi“ (vezi 
propoziția nr. 4 din 4.11) putem formula în continuare axiomele din 
sistemul axiomatic al lui Birkhoff și anume: 

B,. Fie unghiul 40k; m( 

O 
SA $ TA 
este unghi nul, și m(40k) = 


Li 


origin 


~ ~ 

Ok) =0 dacă și numai dacă unghiul kOk 
AS 

180° dacă și numai dacă unghiul Ok este 


unghi alungit. 

3,. Axioma de „construcție“ a unghiurilor proprii. Oricare ar fi: 
o semidreaptă închisă % inclusă în a, un semiplan O delimi- 
tat de a, şi un număr real u€(0, 80°), există o semidreaptă k astfel 


incit kCOUa şi m(hh) =u. 
Axioma „adunării unghiurilor” 
rior unghiului VOR, atunci 


dreapta a, 


Bo: Dacă M este un punct inte- 


Pine Pai 


m(hOM) + m(MOR) = m(hOk). 


Dacă originea O a unghiului 40B 


3. Axioma 
1 ; 
este între A şi B, atunci pentru orice punct Meg (4B) are loc relația 


„suplementului“. 


Vom introduce în continuare relațiile de „congruență“ a segmen- 
telor și a unghiurilor, relații descrise de propoziţia nr. | și 14 din 4.9 


té 


B; (Axioma L.U.L.). Dacă A,B,C, ṣi D,E,F sînt triplete de punc- 
rii Pe 
te necoliniare și AB = DE, AC = DF, BAC = EDF atunci avem și 


„O A es apa e ep 
BC = EF, ABC = DEF, ACB = DFE, şi rezultă că A ABC = ADEF. 

Ultima axiomă a sistemului Birkhoff, Bag, coincide cu axioma V 
„a paralelelor“ din sistemul axiomatic al lui Hilbert. 

B, Fiind date o dreaptă a, un punct A ce nu aparţine dreptei a, 
atunci în planul determinat de dreapta æ și punctul A, există cel mult 
o dreaptă b care conţine punctul A și este paralelă cu dreapta a. 

Ansamblul noții nilor primare, relațiilor și proprietăților cuprinse 
în axiomele B, = B; formează geometria. absolută. Notăm sistemul 
axiomatic al lui Birkhoff astfel cu: 


SBass = <8S;D: P; dim; Bi — Bo). 


Este uşor de dovedit că sistemul axiomatic al lui Hilbert notat SHyy 
este echivalent cu sistemul axiomatic al lui Birkhoff notat SBass: 

Rezultă că putem numi teoria axiomatică T(SBays) geometrie ab- 
solută, deci axioma paralelelor V (notată în SB cu Bz) este indepen- 
dentă în sistemul axiomatic SBay,. Prin adăugarea ei obţinem siste- 
mul axiomatic al lui Birkhoff al geometriei euclidiene, căruia îi adoptăm 
următoarea scriere formală: 


SB =<58,9,P; d, m; Bi — Bi 


pentru care teoria axiomatică T(SB) este geometria euclidiană. 

După această prezentare a celor două sisteme axiomatice deductive 
SH Și SE, se pot observa avantajele de natură didactică ale sistemului 
axiomatic SB, ntaje ce justifică alegerea lui în alcătuirea manuale- 
lor de gconaebriă euclidiană în învățămîntul românesc, precum și în 
alte țări ca, U.R.S.5., S.U.A Polonia etc. 

Enumerăm citeva avantaje mai reprezentative ale sistemului SB. 

1. Sistemul axiomatic SB are axiome mai puţine faţă de SH. 

2. Multimea numerelor reale R, cunoscută încă din clasele gimnazi- 
ale, intervine de la începutul construcției sistemului axiomatic SB, fă- 
cînd să fie eliminate dificultăţile legate de axiomele de continuitate, difi- 
di întîlnite în sistemul axiomatic SH. 

. Axioma riglei (B,) şi axioma lui Pasch (Br reduc proprietățile 
de or tin e ale dreptei la proprietățile de ordine, în { ear mai accesibile, 
ale lui R. 

Motivaţiile de mai sus nu atrag după sine abandonarea sistemului 
axiomatic al lui Hilbert în alcătuirea manualelor şcolare. Există destule 
tări printre care Franța, Belgia etc. care își alcătuiesc manualele avînd 
la bază structura axiomatică a lui Hilbert. 

Pentru a ne convinge că avem cu toții un limbaj geometric comun, 
prezentăm cîteva consecințe ale sistemului axiomatic al lui Birkhoff, 
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si ne vor permite să stabilim echivalența celor două sisteme, SH și SB. 
În baza axioimelor B,—B; se pot demonstra cu ușurință axiomele 
L A, din SH, demonstrații pe care le lăsăm în seama cititorului. 

Din axioma B, a riglei rezultă următoarea caracteristică a relației „a 
fi între“. 

Propoziția 1. Fiind dat un segment AB și un punct M incident seg- 
mentului avem : 

(i) Me (4B) o x4 < sm < xpsau 

(ii) Me (AB) x4 > xy >ăp, unde %4, xmŞi xp sînt abscisele punc- 
telor A, M, B ale unui sistem de coordonate pe dreapta AB. 

Observăm că (i) și (ii) se identifică cu teoremele I1,—11, din sistemul 
axiomatic SH, deasemenea (i) și (ii) fac ca propoziţia 2 din 4.7 să devină 
banală. 

2. Axioma riglei, axiomă comună celor două sisteme axiomatice, 
face ca proprietățile de congruență din sistemul axiomatic SB să se re- 
ducă la proprietățile algebrice și de ordine ale numerelor. 

Exemplu. Dacă AB este un segment și | A'X'o semidreaptă, atunci 
există un punct unic B'e| 4'X astfel încît (AB)=(4 B’). 

Demonstratie. Alegem pe | A'X' un sistem de coordonate astfel încît 
XA’ = și xx >0. 

Abscisa xp, satisface condițiile: 

(i) B'E |A4'X', deci xp, >0 

(ii) (AB) =(4'B'), deci |xg, — 

Rezultă că xp, =d (AB). 

Enunţul de mai sus coincide cu axioma III, din sistemul axiomatic al 
lui Hilbert. 

3, Axioma III, din T (SH) este o propoziție trivială în T (SB). 

Axiomele III, și ITI; se deduc din axiomele Bg, Bg, Be şi Biọ. Folosin- 
du-ne și de axioma te (L.U. : .) deducem axiomele de congruență ale 
triunghiurilor (UEU SiL L): 

Cu aceasta am arătat că noțiunile și relațiile primare din T(SHyy) 
sînt noțiuni și relații primare sau derivate din T (SBabs) și reciproc, iar 
axiomele din T (SH) sînt axiome în T (SBays) şi reciproc. 


Rezultă că: 

T (SH;y)eT(SBivs)- 

Adăugînd la ambele sisteme axioma paralelelor obținem : 

T(SH)<T(SB). 

Așa cum am menţionat, învătămîntul nostru matematic a adoptat 
sistemul axiomatic al lui Birkhoff, alături de care școala geometrică ro- 
mânească şi-a adus it de natură didactică menite să faciliteze 
gradul de accesibilitate al geometriei. 


0| =d (AB) 
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Urmărind programa școlară, continuăm memoratorul cu enunțarea 
teoremelor uzuale din geometria euclidiană studiată în cursul gimnazial 
ŞI liceal. 

|. Fie AB un segment și CD o semidreaptă. Există un singur punct 
PECD astfel ca AB = CP (teorema de construcție a unui segment). 

2. Fie punctul BEAC și B'EA'C'. Dacă 


a) AB = 4'B', BC = B'C' atunci AC = AC 

b) AC = A'C', AB = AB, atunci BC = BC! 
(teorema de adunare şi scădere a segmentelor). 

3. Orice segnent AB are un singur mijloc M şi MEAB. 

4. Dacă OA este o semidreaptă, S un semiplan limitat de dreapta OA 
si + (Ak) un unghi propriu oarecare, atunci există o semidreaptă unică OB 


inclusă în S, astfel ca AOB = (hk) (teorema de construcție a unui unghi). 


| 
il 


Sr 
ax 


a) A0C = 4'0'C', COB = C'O'B' atunci AOB = A'O'B 

Ea A ES PS A ES 
b) 40B = 4'70'B, A0C = Â'0'C' atunci COB = C'O'B' (teorema 
de adunare şi scădere a unghiurilor). 

6. Dacă o semidreaptă OB este interioară unghiului AOC, atunci 


AOB- AOC. 
Dacă punctele B și C sînt situate de aceeași parte a semidreptei OA 


i AO 3 Wea AO : ZA i 
şi AOB < AOC atunci semidreapta OB se află în interiorul unghiului 


AE EN . . . . . . 
AOC (teorema semidreptei interioare unghiului). 
7. Orice unghi propriu are o singură bisectoare. 


$. Dacă punctele B şi B’ sînt de aceeași parte a semidreptei OA și 


că OB este incidentă cu OB! (OB conicide cu OB’) atunci AOB = AOB 
a E Do = tra SPA 
si deci m(40B) = m(40B'). 

9, Dacă triunghiurile ABC şi A'B'C' au AB = A'B', AC= AC! 


E 


Cici toc 


și A == A! atunci AABC AAB: C (CUL), 
A A 
10. Dacă triunghiurile ABC și A'B'C' au AB=A'B', A= A, 


A a, = e Dir T T 
B= B' atunci AABC = AA'B'C' (U.L.U). 

li. Dacă triunghiurile ABC și A'B'C' 
. >) 


BC = B'C', atunci AABC = AA B'O (GELEN. 


P \ 


12. Dacă pentru un triunghi ABC avem AB = AC, atunci 
si reciproc (teorema triunghiului isoscel), 
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13. Un unghi exterior al unui triunghi este mâi mare decit oricare 
din unghiurile triunghiului, neadiacente cu acel unghi (teorema unghiu- 
lui exterior). j > 
: 14. Suma lungimilor a două laturi ale unui triunghi este mai mare 
decît lungimea celei de a treia. 

15. Fie d o dreaptă și O&d. Prin punctul O trece o singură dreaptă 
perpendiculară pe d (teorema de existență şi unicitate a perpendic ula- 
Tei ridicate pe o dreaptă într-un punct al ei). 

16. Fiind dată dreapta d și punctul M, Med, există o singură dreap- 
tă d! astfel încît M Ed’ și 4 _Ld. i $ 

17. Se consideră dreapta d, punctul M, Med şi M’ piciorul perpendi- 
cularei din M pe d. Atunci, oricare ar fi punctul A, A Ed’, A#M’, are loc 
relația MM'<MA. 

18. Orice punct de pe mediatoarea unui segment este egal depăr- 
tat de capetele segmentului și reciproc. î j 

19. Bisectoarea unui unghi propriu este 
din interiorul unghiului egal depărtate d 
virful unghiului. 

20. Bisectoarele unghiurilor unui triunghi sînt concurente. 

21. Dacă două dintre mediatoarele laturilor unui triunghi sînt con- 
curente, atunci cele trei mediatoare ale laturilor triunghiului sînt concu- 
rente. 

22. Pentru orice dreaptă d şi un punct Med există o dreaptă d! 
astfel încît Med! şi dnd = o. | 

23. Dacă pentru două drepte 4, # d, există o secantă cu care for- 
mează o pereche de unghiuri alterne interne congruente, atunci dreptele 
dı Și da sînt paralele. ă 

24. Dacă două drepte distincte sînt paralele cu o a treia, atunci sînt 
paralele între ele. ; 

25. Printr-un punct A exterior dreptei d trece o singură paralelă cu 


ocul geometric al punctelor 


k £ 
laturile unghiului reunit cu 


e 


a 


LA 
> 


BCIAD sînt verifi- 


am ABCD cu ABICD 


uY 


26. Într-un paralelog 
care următoarele proprietăți: 
a) AB = CD, BC = AÐ, 


m MES EN] AON 
b) DAB = DCB, ADC = ABC, 

c) Dacă 10! = ACN BD, atunci OA = 0C, OB = 0D, 

d) Dacă !0! = ACN BD, atunci O este centrul de simetrie al patru- 
laterului A BCD. A 

27. Dacă în patrulaterul ABCD se verifică una din proprietățile 4)- 
d, atunci patrulaterul este paralelogram. 

28. Într-un triunghi ABC suma m urilor unghiurilor este 180°. 

29. Intr-un triunghi, măsura oricărui unghi exterior este egală cu 
suma măsurilor ur ilor interioare neadiacente cu el. 

30. Suma măs urilor unui patrulater convex este 360°. 


> 


gx 


31. Linia mijlocie a unui triunghi determinată de mijloacele a două 
laturi, este paralelă cu cea de a treia latură și are ca lungime 1/2 din lun- 
gimea celei de a treia latură, 

32. Linia mijlocie a unui trapez este paralelă cu bazele trapezului 
şi are lungimea egală cu semisuma lungimilor celor două baze. 

33. Porțiunea din linia mijlocie a trapezului cuprinsă între cele două 
diagonale ale trapezului este egală cu semidiferența lungimilor celor două 
baze. 

34. În orice triunghi mediatoarele laturilor sînt concurente. 

35. În orice triunghi înălțimile sînt concurente. 

36. Medianele unui triunghi sînt concurente. Punctul de concurență 
este la 2/3 de vîrf și la 4/3 de bază pe fiecare mediană. 

Mediana ipotenuzei unui triunghi dreptunghic are lungimea jumătate 
din lungimea ipotenuzei. 

37. Într-un triunghi isoscel bisectoarea, mediana, mediatoarea și 
înălțimea ce corespund laturii necongruente, coincid. 

38. Bisectoarea interioară şi exterioară a unui unghi dintr-un tri- 
unghi, împart latura opusă într-un raport egal cu raportul laturilor ce 
formează unghiul (teorema bisectoarei), 

39. Dacă o dreaptă d ce nu trece prin niciunul din vîrfurile unui tri- 
unghi ABC taie dreptele BC, CA, AB respectiv în M, N, P, atunci 

MB NC PA 


———.—, 


MC NA PB 


(Această teoremă ne dă posibilitatea să imaginăm o metodă prin care să 
demonstrăm că trei puncte sînt coliniare). 

40. Dacă D este un punct nesituat pe niciuna din dreptele AB, BC, 
CA, unde ABC este un triunghi și dacă M,N,P sînt punctele de inter- 
secţie respective ale lui AD cu BC, lui BD cu CA şi CD cu AB atunci 


avem: 


= + 1 (teorema lui Menelaos) 


MB NC PA 


. — -1 (teorema. lui Ceva) 
MC NA PB 


(Această teoremă ne dă posibilitatea să imaginăm o metodă de a demon- 
stra că trei drepte sînt concurente). 

41. Dacă M este un punct în interiorul laturii BC (Me BC) a unui 
triunghi ABC, atunci avem AM? - BC = AB?- MC + AC?2- BM — 
BC - BM - MC (teorema lui Stewart). 

42. Fie pe o dreaptă d punctele distincte As, Ap, Ag: Ana An(n EN, 
n>2), astfel ca A14 = A24; = AzA, = cn. = Ån Ansi dreptele du 
da, dam. dn, A Cdu A€ do.. = An Edu. Dacă dal da |l dal... Il dr 
atunci dreptele d.,da,ds...dndetermină pe orice secantă segmente con- 
gruente (teorema paralelelor echidistante). 
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43. Dacă în triunghiul ABC avem DEJ|BC (DeAB, EESAC) 
atunci i 


2R = — (teorema lui Tales) 
AB AC ca 
44. Fie triunghiul ABC și DeAB, Ec AC astfel încît 
AD AE AD AE AB AC 
aR AC "DB = Te Su DB EC: atunci DE|BC (reciproca 


teoremei lui Tales). 
45. Fie triunghiul ABC şi punctele distincte D și E diferite de A 
(De AB, E&AC; punctele D şi E se pot afla nu numai pe laturile un- 


ghiului BAC, ci şi pe prelungirile acestora). Atunci —— = Ad 
- AB AC 
numai dacă DE || BC (această teoremă este o altă variantă a te- 
oremei lui Tales, cu punctele D şi E aflate pe prelungirile laturilor tri- 
unghiului, ea găsindu-și multiple aplicaţii). i 
46. Fie triunghiul ABC şi DE | BC (DEAB, Ec AC, A7D). Atunci 
AADE~ ABC (teorema fundamentală a asemănării). 


dacă și 


aj Dacă Â= Â şi B = B, atunci AABC=AA4'B'C' 
Y F Ale A z n 
b) Dacă A = A’ și ar = , atunci AABC-=AA'B'C 
AB AC BC : 
„atunci A ABC ~ AA’ B'C 


A'B' AC: BO 
Și 47. Lungimea catetei unui triunghi dreptunghic este medie propor- 
țională între lungimea ipotenuzei și a proiecției catetei pe ipotenuză 
(teorema catetei). 
48. Într-un triunghi dreptunghic, lungimea înălțimii dusă din vîrful 
unghiului drept este medie proporţională între lungimile proiecțiilor 
3 Fa A ATANG. . A a d 
catetelor pe ipotenuză (teorema înălțimii). 
49. Într-un triunghi di eptunghic pătratul lungimii ipotenuzei este 
egal cu suma pătratelor lungimilor catetelor (teorema lui Pitagora). 
50. Dacă într-un triunghi suma pătratelor lungimilor a două la- 
turi este egală cu pătratul lungimii laturii a treia, atunci triunghiul este 
dreptunghic. 


c) Dacă 


. . A 
51. Dacă în triunghiul ABC, C este un unghi ascuţit și punctul D 
este proiecția lui A pe BC atunci: 
AB? = AC? + BC? — 2BC. DC (teorema lui Pitagora generalizată). 
- ii A . . A Fi 
"52. Dacă în triunghiul A BC, C este obtuz și punctul D este proiecția 
lui A pe BC atunci: 
AB? — AC2 + BC? + 2BC - DC (teorema lui Pitagora generalizată). 
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53. Fiind date trei puncte necoliniare, există un cerc unic ce le con- 
4. Interiorul unui cerc este o T convexă. 
55. Fie cercul @(0,r), r>0 şi dreapta a. 
) Dacă d(0,a)<7, atunci dreapta a şi cercul (0,7) au exact două 
puncte comune pa pta a se numește secantă sai sai 
2) Dacă d (0,a) zau. atunci dreapta 1 2(0,r) au exact un 
punct comun; pic iorul Eat aduna din O pe a a, a se numeşte 
tangentă la cerc). 
3) Dacă d (0, a) >r, atunci dreapta a și cercul @(O, r) nu au puncte 
“a ae (dreapta a este exterioară cercului). 
„ Fie cercurile 2,(0,, 71), 2a(0a, ra), O1 £ Os şi d = 0,0. 
D "Dacă d: >f; + Ye, cercurile nu au puncte comune (le $ 
uri exterioare). } 
2) Dacă d =7; +7 cercurile au exact un punct comun situat 
pe 0,0, (le spu 


a Si cel 


III CEL 


am cercuri tangente exterioare). 

3) Dacă d<r +a și d> |a — 7l cercurile au 
comune (le : 
comune este perpendiculară pe 0,03). 

4) Dacă d=| rı — Ye], cercurile au exact un punct con 
cercuri tangente interioare); punctul de tangenţă se află pe i-au 
0,0, la intersecția cu cele două cercuri. 

5) Dacă d< |n — 72], cercurile nu au puncte < 
cercuri interioare). 

57. Fie cercul 2(0, 
de A şi B) al arcului 4 1 B. Atunci avem:m(AMB) =m(A IM) - A m(BM), 


Ba 4M şi A BM. 

58. Dacă A şi B sînt puncte distincte 
perpendi ular pe coarda AB conține ni joc coa 
arcelor AB (arcul mic și arcul mare 

59. Dacă două coarde AB și CD « lin acelaşi cere (0, 7) sînt con- 
gruente, atunci arcele ma AB si CD sînt congruente, Și reciproc. 

60. Dacă două coarde ale unui cerc sînt congruente, atunci distan- 
tele de la centrul cercului la coarde sînt egale. 

61. Dacă două coarde AB şi CD ale cercului @(O, r) sînt paralele 
A şi C fiind situate în același semiplan față de diametrul perpendicular 
pe 'cele două coarde, atunci arcele mici AC şi BD sînt congruente și 
coardele AC şi BD sînt congruente. 

62. În acelaşi cerc sau în cercuri congruente, la coarde egale cores- 
pund arce egale și reciproc 


exact două puncte 
spunem cercu ri secante: dreapta ce uneste cele două puncte 


un (le numi 


comune (le numim 


7), AB un arc al cercului și M un punct (d (diferit 


£ 


ale unui cerc, atunci diametrul 
rdei AB, şi mijloacele 


1 
63. Măsura unui unghi înscris în cerc este - 


> 
Ll 


din măsura arcului 


cuprins între laturile sale. 


64. Măsura unui unghi cu vîrful pe cerc, una din laturi fiind secantă 


AU y . bll l ; 
cercului, iar cealaltă tangentă cercului, este — din măsura arcului de 


& 


cerc inclus în interiorul unghiului (între laturile sale). 


= . : A (A ae : ; | 
65. Măsura unui unghi cu virful în interiorul unui cerc este _- 
din suma măsurilor arcului cuprins între laturile unghiului și a arcului 
cuprins între prelungirile laturilor. unghiului. 


66. Măsura unui unghi cu vîrful în exteriorul unui cerc este egală 
| 


cu —— din valoarea absolută a diferenței măsurilor arcelor cuprinse între 
laturile sale. 

67. Un poligon convex poate fi înscris într-un cerc dacă mediatoa- 
rele laturilor sale sînt concurente și reciproc. 


6i. Un poligon convex poate fi circumscris unui cerc dacă bisectoa- 
e unghiurilor sale sînt concurente și reciproc. 

69. Orice poligon regulat poate fi înscris într-un cerc și poate fi 
circumscris unui cerc. 

70. Dacă un patrulater este inscriptibil atunci suma măsurilor a 
două unghiuri opuse este 180° şi reciproc. 

71. Dacă un patrulater este inscriptibil atunci orice unghi determinat 
de o diagonală şi o latură este congruent cu unghiul determinat de cea- 
altă diagonală cu latura opusă primei laturi și reciproc. 

Prin orice punct exterior unui cerc se pot duce două tangente 
congruente la acel cerc. 

73. Fie cercul 2(0, r) și Me Int 0(0, 7). Atunci pentru orice coar- 
dă AB care conţine punctul M, produsul AM. BM = constant (pute- 
rea unui punct față de cerc). 

T4, T cercul 2(0, i, și ME 
AB 0(0,7), Be 

f 


5 este constant (puterea 


Ext 0(0,r). Atunci pentru orice secantă 
: 0(0,7) care contine punctul M, produsul 
punctului M față de cerc). 

75, Raportul dintre lungimea unui cerc şi lungimea razei lui este 
toate cercurile (7 = 3,1415...). 


JE ; T 
76. Pentru orice arc de cerc AB avem: la = — :m(4B). 
ii 80 
O suprafaţă poligonală convexă cu n laturi (n >3) 


în n—2 suprafețe triunghiulare. 


se descompune 


78. Pentru mulțimea S a suprafețelor poligonale, aria se definește 
prin următoarea teoremă numită „teorema de existență a funcţiei arie”: 
z $>R, 


Există o funcție o care are următoarele proprietăți. 


1) Dacă triunghiurile T; ṣi T, sînt congruente, atunci o[ T] = oiTa], 
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2) Dacă S, și S, sînt suprafețe poligonale cu interioarele disjuncte, 
atunci 


o(S1U Sa) = a(S.) + a(S2) 


3) Dacă U este o unitate de suprafață atunci o(U) = 1. 

19. Dacă ABCD este un pătrat și AB =}, atunci o ABCD] =F. 

80. Dacă ABCD este un dreptunghi și AB = L, iar BC =Z atunci 
GlABCD'] =L-1. 

81. Aria unui triunghi este 1/2 din produsul lungimii unei laturi 
cu înălțimea corespunzătoare. 


82. Aria unui romb este — din produsul diagonalelor sale. 
2 


83. Aria unui trapez este produsul dintre semisuma bazelor şi înăl- 
țimea trapezului (distanța dintre baze). 

84. Aria unui poligon regulat este egală cu semiprodusul dintre pe- 
rimetru și apotema lul. 

85. Sectorul de cerc determinat de arcul AB al cercului 2(0, r} 
este o suprafață măsurabilă și aria lui este egală cu 


] d Fa 
A = — ri = MAB 
pi T BO i 


86. Prin orice trei puncte necoliniare A,B,C trece un singur plan, 
care va fi notat cu (ABC). 

87. Dacă o dreaptă d are două puncte distincte situate într-un plan 
«, atunci dreapta d este inclusă în planul « (d c æ). 

88. Dacă d este o dreaptă ṣi A un punct nesituat pe d, atunci există 
un singur plan care conține dreapta d şi punctul A. El va fi notat cu 
(dA). 

89. Dacă d şi d! sînt două drepte distincte și au un punct comun 0, 
atunci există un singur plan care conţine aceste drepte. El se notează cu 
(dd”). 

90. Oricare ar fi planul e, mulțimea punctelor și mulțimea drepte- 
lor situate în el satisfac axiomele de incidență ale geometriei în plan. 

91. Oricare ar fi planul g, există exact două semispații oa și Oa li- 
mitate de planul g. Dacă punctele P,Q €c, sau P,Q &oc,, atunci segmen- 
tul PỌ nu intersectează planul æ. Dacă punctul Peco, și QEc, atunci 
segmentul PỌ și planul « au un singur punct comun. 

92. Dacă o dreaptă d este paralelă cuo dreaptă a conținută în 

&, atunci da sau dca 

93. Dacă o dreaptă d este paralelă cu un plan «, iar un plan f trece 
prin d şi intersectează planul «, atunci «N f este o dreaptă paralelă cu d. 

94. Dacă o dreaptă 4 este paralelă cu un plan « și A &«, atunci pa- 
ralela la dreapta d dusă prin A este conținută în planul o. 
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95. Dacă două drepte distincte d! și d” sînt paralele cu o a treia 


dreaptă d, atunci drepiele d’ și d” sînt paralele între ele. 


96. Dacă două plane distincte, a și 6, sînt paralele cu un al treilea 
plan y, atunci planele « și 6 sînt paralele între ele. , 
97. Fiind date un plan o și un punct Aga, există un singur plan 


care trece prin A și este paralel cu planul a. 


98. Două unghiuri cu laturile respective paralele sînt congruente sau 
suplementare. 7 è 

99. Dacă o dreaptă d este perpendiculară pe două drepte concu- 

FAN 4 . . -x 
rente continute într-un plan g, atunci dreapta d este perpendiculară pe 
orice dreaptă situată în planul «. i 

100. Fiind date o dreaptă d şi un punct M, există un singur plan 
trecînd prin M şi perpendicular pe d. 

101. Oricare ar fi planul « şi punctul M, există o singură dreaptă 


care trece prin M şi este perpendiculară pe a. 


3: 
i 


sul æ (A Ea), d o dreap- 


trei perpendiculare). \ ; ) e IA 
103. Dacă Aa, dea Pea, ABLd, Bed, PBLd, PALAB, atunci 
PA La (reciproca teoremei celor trei perpendiculare). 
104. Fie un plan a, un punct Aga şi MEg. Atunci distanța de 
cu distanta AM. 


la A la a este mai mică sau eg 
105. Dacă d este perpendiculară pe un plan œ, atunci orice plan B 
: cular pe planul «. 


care conține dreapta d este perpenic 
A“ . 1 


106. Dacă triunghiul ABC nesituat în planul a are aria S, proiecția 
lui ABC pe planul a are aria S” iar măsura unghiului celor două plane 


A 2 i: A 
este u, atunci S =S COS 4. 


107. Orice mulțime poliedrală se poate descompune în tetraedre. 

108. Orice prismă se descompune în prisme triunghiulare. 

109, Dacă v, muchii- 
lor şi fetelor unui poliedru convex, atunci: v— m +f =2 (relaţia lui 
Euler). ` 

110. Există 


S A 1 PE AA m nhs 
»reziată, respectiv, numărul vîrfurilor, muchu- 


iri de poliedre regulate ș 
drul, dodecaedrul și icosa 


anume: tetra- 
edrul regulat. 


111. Fie P, mulțimea ale cărei elemente sînt mulțimile poliedrelor 
îxistă o functie 9: D—R, care verifică următoarele pro- 


prietăți: 
1) Dacă 


ă tetraedrele T; şi 

2) Dacă P, şi P} sint multimi ] 
atunci v( P1 U Pa) = v(Pa) + Y(Pa). 

3) Dacă U este o unitate de volum, atunci v( 

f 


112. Dacă P este un cub cu latura }, atunci v( 


nt congruente, atunci v(71) = v(Tə)- 
i poliedrale cu interioarele disjuncte, 


U)=1. 
P) =P. 
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113. Două piramide triunghiulare cu bazele de arii egale și înălți- 
mile egale au volumele egale. 

114. Secţiunea într-o piramidă cu un plan paralel cu planul bazei 
este un poligon asemenea cu poligonul bazei, iar ariile bazelor celor donă 


piramide (astfel formate) sînt proporționale cu pătratele înălțimilor 
lor. 
115. Secţiunea într-un con circular printr-un plan paralel cu pla- 


nul bazei este un cerc. 

116. Conul circular și conul format secționîndu-l printr-un plan 
paralel cu planul bazei au: 

1) razele bazelor proporționale cu înalțimile 

2) raportul ariilor bazelor egal cu raportul pătratelor înălțimilor. 

117. Planul tangent la sferă este perpendicular pe raza corespunză 
toare punctului de contact. 

118. Dacă un plan are două puncte comune cu sfera, atunci el are 
un cerc comun cu sfera al cărui centru este piciorul perpendiculare} 
duse din centrul sferei pe plan. 

119*. Orice izometrie T a unui plan euclidian conservă relațiile 
de incidență, paralelism, perpendicularitate, coliniaritate și relația „a 
fi între“; imaginea prin 7 a unei drepte, semidrepte, a unui segment 
de dreaptă, a unui cerc, arc de cerc, pian, semiplan, este respectiv o 
mulțime caracterizată prin aceeași denumire. 

120%. Orice translație este o izometrie. 


NZa- 


. 7 <A pe . 
121%. Orice translație T> dc vector nenul v nu are puncte fixe, in- 


> 
variază drepte şi plane paralele cu v. 
122*. Orice rotaţie este o izometrie. 


A A 

123*. Rotaţia R(O, «), a = 0“ admite un singur punct fix, centrul 
O: nu admite drepte fixe, păstrează lungimile segmentelor și măsura 
unghiurilor, invariază cercul de centru C şi raza y dacă și numai dacă 
C =0. 

124%, Orice simetrie față de un punct, respectiv o dreaptă, un plan, 
este o izometrie. 

125*. Prin orice omotetie H(0, k), din H(M) =M', şi H(N) = N” 

— se 

rezultă că MN |M'N' şi MN =k- MN. 

126%. Orice inversiune corespunzătoare I(0, k) de pol și putere A: 

— invariază dreptele ce trec prin pol; 

— cercul de inversiune este invariant, punct cu punct în inversi- 
unea J; 

+ Teoremele cu steluță nu sînt prevăzute în programa școlară, dar sint 
frecvent folosite în rezolvarea problemelor date la concursurile școlare. 
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— invariază cercul care nu trece prin polul de inversiune dacă şi 
numai dacă este ortogonal cercului de inversiune; 

__ transformă cercul care nu trece prin polul de invers 
cerc care nu trece prin polul de inversiune; i 4 | li 

__ transformă cercul care trece prin polul de inversiune intr-o dreaptă 
perpendiculară pe diametrul ce trece prin pol; 


ne într-un 


E H ăia A 3 A . capata REA H 
— transformă o dreaptă care nu trece prin polul de inversiune in 


— păstrează unghii ie drepte sau (Și) cercuri, nu 
»ăstrează orientarea figurilor și distanțele dintre puncte. | 
197%. Într-un patrulater convex înscris in cerc, produsul diagona- 


salelor este egal cu suma produselor laturilor opuse (teorema lui Pto- 


rile sub care se ta 
[i 


i 
lameu). 

128%. Într-un triunghi, mijloacele rilor ioarele înălț 
si mijloacele segmentelor cuprinse între virfurile triunghiului ȘI orto- 
centrul său sînt concentrice (cercul lui Euler). E ; 

129+. Într-un triunghi oarecare, centrul cercului circumscris, Cen- 
trul de greutate, ortocentrul și centrul cercului lui Euler sînt coliniare 
(dreapta lui Euler). A) } 
"130%. Fie un triunghi echilateral ABC şi un punct M în planul 
său, Să se demonstreze că se poate construi un triunghi ale cărui latu- 
ri să fie congruente cu distanțele MA, MB şi MC (teorema lui Pompeiu). 

(31%. Să se demonstreze că cercul celor nouă puncte al unui triun- 
ghi este tangent cercului înscris și cercurilor exînscrise triunghiului 


laturilor, picioarele înălțimilor 


ta 
(teorema lui Feuerbach). f Wi 
132%. Dacă prin virful B al triunghiului ABC se duc două drepte 
simetrice în raport cu bisectoarea unghiului B, care intersectează la- 
tura AC în punctele D și E, atunci are loc relația: 
Sa E pă 
side SE câtă (teorema. lui Steiner) 
BA? ADAE 


A, By, Cu care le împart în acelaşi raport, atunci triunghiurile ABC 
si A,B,C, au același centru de greutate (teorema lui Pappus). | 
"134%. Perimetrul unei linii frînte convexe este mai mic decit peri- 
metrul oricărei linii frînte care o cuprinde, avînd aceleaşi extremități. 

135*. În orice triunghi bisectoarea unui unghi și bisectoarele un- 
ghiurilor exterioare neadiacente se taie în același punct. 
136%. Locul geometric al punctelor situate de aceeași parte a unei 
drepte şi din care un segment dat de pe această dreaptă se vede sub un 
unghi dat, este un arc de 
dat. 

137%. Un fascicul de drepte concurente determină pe două drepte 
paralele, segmente proporționale. 


` ; ; : i a ancideră ta 
133%, Dacă pe laturile triunghiului ABC se consideră punctele 
t 


cerc avînd aceleași extremități ca și segmentul 


139 


138%. Locul geometric al punctelor care au aceeași putere în raport 
cu două cercuri date este o dreaptă perpendiculară pe dreapta centre- 
lor (axa radicală a celor două cercuri). 

139%. Dacă împărțim un cerc într-un număr oarecare m de părți 
egale atunci: 

1) Punctele de diviziune sînt vîrfurile unui poligon regulat înscris 
în cerc. 

2) Tangentele în aceste puncte sînt laturile unui al doilea poligon 
regulat circumscris cercului. 

140%, Pentru orice hexagon înscris în cerc, punctele de intersecție 
ale laturilor opuse sînt coliniare. 

141*. În orice hexagon circumscris unui cerc, diagonalele care unesc 
vîrfurile opuse sînt concurente. 

142*. Raportul ariilor a două poligoane asemenea este egal cu pă- 
tratul raportului de asemănare. 

143%. Fie triunghiul ABC și un punct oarecare M aflat pe circum- 


ferința cercului circumscris triunghiului. Proiecţiile punctului E pe 


laturile triunghiului ABC sînt coliniare (teorema lui Simson). 


m 


CUPRINS 


Cuvânt înainte... em em ce sas oar mar sie one ame pme ont ene ae eve ema ere eme e 
Primii pași prin labirint „s sse s-s sse se se ote sne eme ere soe te sae sme emt 
Despre intuiție şi raționament în geometria euclidiană „= 
Paşi prin labirint către frumosul geometriei .. o- e e s-e me ee 
Punct, dreaptă, plan ... s- e- <- n S da: Saca lasa aaa e pia 
Cîțiva paşi în afară și apoi din nou prin labirint „me se s-e se ee 
Linia curbă perfectă (cercul) se .-. s-s se s-e s-e ese sme nme set sme me emt 


Despre definiții, axiome și teoreme „s... s. se se ee e -t se 


Redactarea demonstrațiilor ame s-e see se soe me me sme mer pse sae ame è 


Teoreme prezentate sub forma ipoteză-concluzie şi recipro- 


cele. acestora. o orero ere te nici dt ae) dna loa Jane, ooa să aa Jeni aeo a PLPN 


Probleme rezolvate model „a.e sme se s-e sue pme sre roe rme amt sse nme ore 
Probleme propuse „m-s s-e si sse r ese mme sm nm sme sme tot nne nmt nae ome 
La revedere, labirint De E ATP SENT a r 


Memorator cuprinzind axiome și teoreme „e se s.. re. 


